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L'idée a la base
Cette méthode est une interpolation directe; cela veut dire qu’on reconstruit la

valeur de la fonction f qu’on connait dans les points de la grille x;, non pas le flux

pour apres construire des schémas en differences finies.

L'idée generale est de faire une combinaison convexe entre plusieurs polynémes de

Lagrange pr(az) chaqu’un desquels interpole f en un certain nombre de points:

nip—1

p" (@)= ) we(x)pe(z)

Par rapport aux notation, on appellera ntot le nombre total de points, [po le

nombre de points interpolés par chaque polynome et np le nombre de polyndmes
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de Lagrange. Brevement, on parlera de WENO-ntot,(po.
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On veut une approximation non oscillante, i.e. lorsque des forts gradients
apparaissent la variation totale reste contrélée, pour l'appliquer a des problemes de

physique ou il faut eviter des oscillations parassites supplementaire.
Les indicateurs de regularité

Il faut mesurer la regularité des reconstructions par polynémes de Lagrange dans

chaque substencil. Les indicateurs de de regularité sont ainsi definis:

lpo—1 )
67“ — Z Aw2l_1HDlp’r(x)HL2
—1 [Esz:E€qq]

ou on voit gu’on prend en considération toutes leurs derivées. Ce n’est pas le seul
choix possible, mais c’est toujours ceci qui est utilis€ et il est de facile

implementation.
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Maintenant on construit la premiére version non normalisée des coefficients w,-():

d,(x)
(€ + B )P

ol les d,.(x) sont des coefficients dont on va parler, € est une constante reelle dont

Or(x) =

on a besoin dans le code pour que le dénominateur ne s’annulle pas et
1 < p < oo est une constante qui sert pour peser I'exclusion des substencils ou
les polyndmes de Lagrange sont moins reguliers. On prendra toujours p = 2.

Les poids d,.(x)

Les poids d,.(x) doivent satisfaire

p

d-(z) >0

Z:Z)()—l dr(m) =1

\
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Avec ces conditions, la méthode PWENO-ntot,lpo est d'ordre [po + 1. Par un bon
choix des d, (x) on peut ameliorer la précision lorsque la fonction a reconstruire est
treés reguliere, cas dans lequel I'interpolation par polyndmes de Lagrange sur le
stencil entier S donne I'ordre optimale ntot et une haute précision. On veut forcer

pW a se rassembler a Lagrange. On définit les poids d,- (x) comme ca:

nip—1

p(z) = Z dr(x)pr ()

r=0
(ot p(x) est le polynéme qui interpole en tout S).
Finalment on normalise

O ()

Ip—1 ~ ‘
Z?:po w; ()

wr(x) =
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En sacrifiant quelques ordres par rapport aux polyndomes de Lagrange, on obtient
une méthode non oscillante si la fonction n’est pas reguliére (i.e. les indicateurs (3,
ne son pas du méme ordre). Si la fonction est reguliéres (les (3,- du méme ordre)

elle se rapproche a l'interpolation de Lagrange.
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On prend I'equation du transport

O 1+ 2 [a(t,x)f] =0 (t,2) €]0, T[xR

f(to, ) = fo(x)

Une caracteristique est définie par

\

dX
== a(s, X(s)), X(t) = x,
et si on appelle
oX
J(s;t,x) = ——
(53¢, ) Ox

son jacobien, alors (avec des conditions de regularité), on a

ft,z) = fo(X(0,2,2))T (0,1, z)
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Dans le cas le plus simple, a est une constante, et on a

f(t, ) = fo(z — at)

L'idée de la méthode PWENO semilagrangienne est de calculer les pas en temps

comme cela: en connaissant f(t", ;)

f(t"“,xi) = f(t", x; — aAt).

Dans des cas en dimension plus élevée on utilisera des time-splittings, ce qui veut

dire gu’on se reduit toujours a des probleme 1.D.
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Précision

resultats plus précis. On prend

Dans le cas de fonctions tres regulieres, I'interpolation de Lagrange donne des

et on étudie I'evolution de I'erreur L°° par rapport a la solution exacte.
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Variation totale

On prend I'equation

of of _
\ fo(ﬂf) — XR>g

et on étudie I'evolution de la variation totale par rapport au temps. La méthode
PWENO controle la variation totale, lorsque par l'interpolation de Lagrange des

fortes oscillations se produisent.
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Le choix des parametres

Si on choisit non accuramment les parametres de la méthode PWENO, des fortes

erreurs de dispersion peuvent se vérifier. On resout

of of __
< W‘FCL% =0
\ fO(ZE) — XR>q

par PWENO-6,4 et par PWENO-5,3, et on trace I'erreur L' par rapport a la solution

exacte.
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1.2

L-i err V\|/ENO—|5,3|_
L-1 err WENO-6,4--———-
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Il faut que

tot + 1
[po > n02—|— + 1

et il vaut mieux que le nombre de points soit pair.
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linéaire
)
of of
ot T Vo

f(0,z,v) = sin” (

equilibrium globale

Rotation avec un B G K. Prenons le cas de la rotation avec un terme de collision

of _

X

2

On resout cela par la combinaison de deux time splittings: un entre Vlasov et
Boltzmann et I'autre dans Vlasov entre les dimensions x et v. Ce dernier s’effectue

par la méthode semi-lagrangienne couplée avec PWENO.

La théorie a prevu que la solution f converge en normes L1 et L™ vers un

= [pM;y — f]

_v2—|—w2
) e

2
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et que les entropies relatives

HIf; ] = fQ fRN | f— fs'dvda:

HIf; pMo,) = [ frw =550 dvda

aient des oscillations (ainsi comme la distribution f).
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Voici la convergence en norme L vers fs

256 x 256 points, dt=0.1, WENO-6,4
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et la convergence en norme L°°

256 x 256 points, dt=0.1, WENO-6,4
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et les oscillations des entropies relatives
256 x 256 points, dt=0.1, SL, WENO-6,4
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L’ammortissement de Landau linéaire 1.D

On a consideré 'ammortissement Landau linéaire

p

of of of _

folz,v) = —exp (—7) (1+0.01cos(Z))

\
(avec des conditions de periodicité). Ce qu’on attend d’aprés la théorie c’est que
I'energie electrique decroisse exponentiellement, jusqu’au temps ou apparait I'effet
de recurrence. WENO-6,4 dans la méthode semi-lagrangienne donne de meilleurs
resultats que la méthode PFC-3 dans la méthode de conservation des flux et que

Lagrange-6 dans la méthode semi-lagrangienne.
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L’ammortissement de Landau non linéaire 1.D

Dans le cas de 'ammortissement non linéaire,

fo(a:,v)z\/;_ﬁexp —g [1+O.5cos(g>}

on voit que avec WENO semi-lagrangien les oscillations sont assez attenuées par

rapport aux autres méthodes:
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SL-WENO-8,5-32x64-dt=0.125 SL-Lagrange6,32x64,dt=0.125
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N’etant la méthode semi-lagrangienne conservative, des importantes pertes de

masse se verifient, méme si on utilise un pas en temps petit ou on €éleve 'ordre.En
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12.58

utilisant plus de points cet effet est retardé.
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