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INTRODUZIONE

Tn questa tesi s studiano modelli matematiel di popolazioni che possiedono
una shrnttura di eth, In parlicolare viene messo in luee nn tipo di compaor-
tamento asintotico dello “crescita esponenziale asincrona”. 1 modelli sono
costituiti da equarioni differenziali alle derivale parziali del prime erdine
con condizioni ai limicl costituite da equagioni integrali e con dati iniziali in
spazi L' o prodotto di spazi L' A clascun modello siassocia un problema
i Canchy astratio
(8 = An{i) o
| o)~ n W

dove n{#) & una funzione di (1, ol in X, o apazio di Banach dei daci iniziali,
o A boun operatore lineare

A DA C A — X

Le eondizioni ai limiu si teadneone in condizioni sul dominie D{A).

Si proveranno esistenza ed unicitd della soluzione wit) del problema (1} e
poi si proverd che i1 comportamento agintotico del semigruppo delle soluzion
{43y, dove Ty = nll}, verifica questa propriela:

Qg £ &, 47 X N
dove P & una projezione di rango uno, nel senso che direP{X) = 1, tali che

r—lﬂ- n ¢ Tt = Pa,
CGueato significa che la crescila & di tipo esponenziale, ¢ a seconda del segno
del parametro di Malthus Ag la popolazione si estingue, rimane costante o
“eaplode”,
Ouesta crescita & detla “asincrona” perché le fasee d'eld della popolazione
rendono ad una distribuzione costante indipendentemente da come sono di-
sposte al tempe iniziale.

Lo strumento matematico che viene principalmente sfruttato ¢ la teoria
dei semigruppd di operatori. Tu particolare ha rilievo Panalisi spetivale. B
fondamentale analizzare lo spettro a{ A) delloperatore A del problema {1}
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che & il seneratore inlinitesimale del semigroppo (1),
|Ina condizione sufliciente affinche 81 presenli crescita csponensiale asinerona,
& che siano verilicate queste ipotesi:

o A genera un semizruppo fortemente continuo

s csiste unantovalore Aq di A reale. sirettamente dominante o di molteplic-
itd algebrica pari a uno

L LLJ,.,_.‘[_-'].::' < ::J||f_.-‘||:|

deve wy ¢ 11 tipo del semigruppo e w,, il tipo cssenziale (il loro signilicato
nom & evidente, per le definiziont si vedano 1 puntd 1.32 e 1.33].

Cid permelte di provare che Ag & “lontanc” dagli allri elementi dello spet-
tro. nel senso che non & una acenmnlazione né per o (A) ot per Rea{A) =
[Red. A€ oA}, e quindi di serivere X come somma diverta di due spazl
A =X 5 X von X ber|A — Ag] {pertanto dimpg X, 1}, Sarh osso
Mmmagine della proiesione £ 51 prova che heT Aot — Po!, < Me ",
con M oe n costanti reall positive,

Puis anche essere sfruttato un teorema che studia le proprieti del semigruppo
anziché quelle del peneratore. Tale teorema dice che se [T) & un semigrup-
po di operatori fortemente continuo, positivo, definitivamente compatto 2]
irriducibile, allora possiede la proprictd di crescita esponenziale asinerona.
Le ipotesi di detto tesrema sono condizioni sufficientl per trovare un auto-
valore dy del generatore infinitesimale A che abbia le proprieta precedente-
mente esposte: la positivith impone condizioni sullo spetfro periferico di A,
aplAl © {s{A} +ivZ) Jv £ B Crazie alla definitiva compattessa st prova
che ap{A] = {s(A)] (quindi s(A4) & Vautovalore streftamente dominante)
o che weelA) < welA) ¢ grazie all'irriducibilith che s(A) ha molteplicita
aloebrica uno.

La crescita esponenziale asinerona viene provata in due modelli. T pri-
mo & un modello cellulare: la popolazione viene suddivisa in due sottopopo-
lazioni, le cellule quiescenti e le cellule prolifiche, descritte dalle densita
qla.t) ¢ pla,tl: il numero di cellule quiescenti che al tempo ¢ hanno eta
compresa fra a; 6 ap & [ gle, tlde (idem per le prolifiche). 51 introducona
tre parametri: il tasso di divisione g(a), che signilica quante cellule della
popolazione aventi eti compresa fra o e o+ de si dividono, e due tassi di
passaggio dalla condizione di prolilicita alla condizione di qniescenza e vicev-
ersa, con notazioni rispettivamente o(al e T{a), ¢ signilicato analogo a jla].
Si suppone che le cellile nascano prolifiche, che possano cambiare stato in
gualungue momento entro un'eti, massima aq oltre la quale perdono la ca-
pacitd di dividersi, che i parametyi siano indipendenti dal tempo e che le
risorse a disposizione siano infinite; in pit verranno poste aleune condiziond
sul comportamente dei paranedrd vicine a fco ooy,



[ modello s serive
;B a ;
ia )
ﬁ — gt = n.?.? TH .
, gl 4] =2 ..|[|;"l (e, tle
ity =10
ple. 0} = pola)

Lol ) = qaln)

a e s associa il problema di Cauchy astratno

L, rlr}l = Alp,q)
)t =00 = (pu.qa)

X = (L0, a1) % B0, a1), (e q)

(3= |IIJ’||.'.I + ”ff”f,l}

i
1= e T T
S P g _ o
b ity

DI:J].I — {I;-ZI{I-','L'IJ'] e H__.rl,l :{} TR 4 .:I':.(J,_{.!.J :: :

=
oyt SRR o)

H0) = 3] GLEIIENdE, (1) = n}.
il

1l seeomda modello rignarda animali alfetti da macroparassiti,. Lo sua
deserizione & piutlosto limnga; esso & un modello non lineare, ma la creseita,
esprmenziale asincrona viene provata su una sna linearizzazione 3 inforno
ad un panto di eguilibrio. Sia X lo spazio di Banach

X =LN0,00) % L0, 00) x L0, 00) % ...

COn oY

i i B B
Ip 5 = [ ip”{fr.}lfi-:a+2f/ |pi (en ) el
41 = Jo

Si consideri (A, P{A)] la chinsura dell'operatore:
Aply = g — [+ il + o) | i+ Lpi
definita sul dominio
DAi={ge X 1z € W0, 4oc[l g0} = 0,38, € M e gy = 0§ = Ny

e odovi g, e e g sono costanti reali ¢ positive.

Sia

- G0 e
[Hu]la) = E_-‘Z / igg{aida exp{—pa), 0,0, ...
K]

i=0"
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dove 8 mna certa costante reale che dipende da come & seritto i1 wedello
non lineare, H ¢ BIA)

S
B . R 'j".. —_"‘_:‘-' |exa
[Fu la) = —[Fu],{s) —H—K L [ g[8 )dspeexpl —pa)
t‘ "
=1 v

fff’u.-fi_r:.;l [ per ¢ = 2

F e lineare o continuo,
Siainfine B8 Poperatore lneare

B=AI-M)+1.

corl dornini

L ¥ ]
DBl =qq€ X 1 4i0) Zj [ g sids, {0 =040
A7

i=0

Il problema di Canchiy che si analivea @

g1 = Ba(t)
rlr[[':l} == |rl|lI:I

11 secondo capitolo di questa fesi fornisee gli strumenti teoricl necessuard
ad affrontare analisi dei due modelli; definizioni, teoremi e proposizioni
sono principalmenti stali presi da un libre di Ph, Clémend, [1]. e da nune di
A, Pazy, [4].

I terzo capitolo delinisee la crescita esponenziale asincrona {asynchromus
exponential growlh, in inglese, da eul Pacronico ATLG.). e dimostra due
teoremi che danno delle condizioni sufficienti affinehé essa sia verificata, Gli
erinciati @ le dimostrazioni sono riadattati dal libro i Phe Clément, [1].

Il quarlo capitolo imposta un modello relative all’evoluzione di una popo-
lazione di cellule. Sono esposte due derivazioni del modello, por via disereta
¢ per via continua, La prima ¢ adattata al modello voluto da un modello
demografico pii semplice analizzato in un lavoro di K. Sdnches, [9], La se-
conda & adattata da nun altro modello demogralico analizzato da M. Tannelli
in [2.

Il quinto capitolo analizza il modelle relativo allevoluzione di una popo-
lazione di cellule: questa analisi & tratta in parte dagli articoli di R, Bressan,
J, Dyson, G. Webb, O, Arine ¢ T0 Sdnches, [7] e 8], e da un adatlamento
dell’analisi sn un modello demogralico fatia in [9 da Eva Sanches.

Il sesta capitolo parla dell'tmpostazione di un modello studiato da Lorenza
Tonetto ¢ Andrea Pugliese, in 6. Le derivazione del sistema di equazioni



differenziali & tratto dal lavoro di M. lannelli, [2).

[l settimo capitolo prosesne o studio del modelle di Lorenza Tonetto o
Andrea Pugliese, Un'analisi accnrata dello spettro di aleani operatori pin
semplici permette una parsiale analisi dello spettro dell’operatore &, Viene
provato chie in gquesto modello '8 A E.GL sotto certe condizioni sui parametri.
Rimangono aperti da stodiare aleuni cast particolari,
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Capitolo 1

SEMIGRUPPI Dl
OPERATORI

Tn questo capiltolo vengono introdolli definizioni, proprieta ¢ risultali sl
semigruppi di operatori ¢ sui loro generatori infinilesimali, In particolare
¢i a1 ocenpa di semigruppl positivi, definitivamente compatti ¢ irriducibili e
delle propricti dello speitro del loro generatori.

1.1 Reticoli di Banach

Definizione 1.1 (spazio vettoriale ordinato) Uno spezio wettoriale X
si dice ordinato, se & doloto di un ordine parziale < che sie compotibile con
lo struthiera di spusio vetloriale, e, sia fnvariante per trasteziont e renda (o
parle positiva dello spazio X, definita come Xy = {w € X tole che » 2 (i},
wn cono. In stmboli, Dordine deve soddisfore le seguenli proprictd:

L r<y—=xtzsy—zperogniz e X

2 =020 =>Ar>0

Definizione 1.2 (reticolo vettoriale) X si dive wn reticolo velloriale se
per ogni coppio di elementi e ey appartenenii a X st definisconao supla, i)
canfie ). generalmente sevitlt x ¥V oy em Ay,

Ovviamente, potendo delinive il sup ¢ Uinf per una coppia di elementi,
li si pud definivli per ogni insieme finito di elementl.

Definizione 1.3 (valore assoluto) Si definisce il valore asseluto di x nel
rrienle geguente!

L1



L2 CAPITOLO 1. SEMIGRUPPI DI OPERATORI

Definizione 1.4 (reticolo di Banach) Un reticolo di Banach ¢ wn velis
eoln vettoriale X lale che (o norma per cui ¢ completo || < Sio wna norma
di Rivsz, i

o= el =l < [l

Definizione 1.5 (ideale) Dalo X reticolo di Dovach, ¥ C© X s defintsce
wi tdende se Y & un sottospazio Mneare di X e soddisfa

yeYrcX | <yl =zcl

1.2  Semigruppi di operatori
Sia X uno spazio di Banach.
Definizione 1.6 (operatore linecare)
LLX) = {operatord lineard di X dn X}
Definizione 1.7 (operatore lineare ¢ continuo)
B(X) = {operatori lineari ¢ continud di X in X}

Si ricordi che la continuiti cquivale sia alla lmitalesza in norma ||« ||z
sin alla continuita nell’origine,

Definizione 1.8 (operatore compatto) Un operatore T £ B{X] st dice
compotto (1 € KiX)) se T{{z © X tale che ||z
eoripodio,

< 14 ¢ velativamente

Definizione 1.9 (operatore chiuso) Un operatore
oM X —X
siodiee ofinso se. press unin Sueeessione

(f < DT}

\
dMinslt =

Lh—f _, [ feDT
Tl(fa) 28 g="T\f]

Sia d'ora in avanti (salvo diversa segnalazione) (Ty) 1 oo © BIX ), che
per hrevitd, verrd spesso seritto (7))

i
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1.2.1 Definizione di semigruppo di operatori
Definizione 1.10 (semigruppo di operatori} Si dice che (Ti)oy © un
sevmgruppo di opevalor se soddisfo:

oty =1

:\?_ .-;:I._\ — .].I'.I-I""

1.2.2  Proprietd dei semigruppi: forte continuita, positivita,
definitiva compattezza ed irriducibilita

Definizione 1.11 (forte continuitd) ! semigruppe di operators (T3] € del-
to fortemente confinuwe (pid brevemendte o notazione £ Cg) se vale

limifr =0 Vee X,
£

Sia ora X un reticolo i Banach,
Definizione 1.12 (positivita) [T semgruppe (£)ian ¢ delio pasitieo se
TUX_ ) Xy perogma =1

Generalmente st L a che lare con spazi di fangioni a valori veali, per cui
la positivith del semigruppo significa che esso manda funzioni non negative
in funzioni non negative (spesso gli spazl saranno le funzioni L, per cui si
intendera £ 0 quast ovungie). Nel caso di un modello di popolazioni, in
cui il significato delle fungioni & i1 numero degli abitanti (o comuneie una,
densita di abitanti rispetlo all'etd), la positivitd assiume un chiaro significato
fisico, nel senso chie il munera di persone non pui essere negativo, Toolire, dal
punto di vista matematico, la positivitd del serigruppo & una ca rabberisnicn
molio rilevante, pii avanli si capird il perche,

Definizione 1.13 (definitiva compattezza) Il sermigruppo {13z ¢ del
foodefindfisenente compatio ge

paiste ty reale positive tale che Tp sia compatio per ognt t = 1.

Definizione 1.14 (semigruppo irridueibile) [T sermigruppo {(Li)izg € dels
to drriducibile se

wr € X\ [0}, vt e X0}, St > 0 fale che (27,1 2y 0.

Questa definizione non @ molto perspicua. Una definizione equivalente (e che
assomizlia molto di pin alla definizione di matrice irviducibile) & la seguente:

Definizione 1.15 (semigruppo irriducibile) [Ty)e=g ¢ drriducibile se gl
uniel ideali ehiusi {(1y)-invarionds sono {0} ¢ X,
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1.2.3 Il generatore infinitesimale di un semigruppo

Definizione 1.16 (generatore infinitesimale) Sidefinisce generalore -
finitesimale del sepigruppo (1) o Uoperntore

. TN —m
Ar = lim —
[

defintto sul sue dominio mossimaole

T

S e o
D(A) =z € X tale che lim ——— esista in X}

. i

1.2.4 Spettro di un operatore
Innanzitubbo si avverte che la notazione [A — A significa [4 — Ad|.

Definizione 1.17 (autovalore) Si definisee antovalore di wn operatore [i-
neare T own elemento A © C tole che Pautospezio kerld — A # {0} e lo
carbiene slrellomente ).

Definizione 1.18 (autospazio generalizzato) Sidefinisce anlosposio ge-
neralizzato velativo all'autovalore A dell’operatore lincare T, e st denota
ASITY, il seguente

=0
N = | ) kerl(x—1),
=1
Definizione 1.19 (insicme risolvente) Si defintsce come msicme rsol
vente dellloperatore chinso A
plAy = {he Cthe IX—A7 come operatore lineare ¢ limitato su X .

Definizione 1.20 (operatore risolvente) !l risoluente delloperatore li-
nicare A & definilo come lo funztone di ptd) C O dn BIX)

Rih Al =14 - A
Definizione 1.21 (spettro) Lo spettro di A ¢ il complementare dell’in-
gigrne risoluente:

atA] = ChplA)

Lo spetbro o A) pid essere seritto come Punione di tre sotloinsiemi a due
o due disgiuntiz lo spettro puntuale, o spettro residuo ¢ lo spertro continuo.

Definizione 1.22 (spettro puntuale)

au(A) = {A €ald) te [A - Al non & iniettivo},
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Definizione 1.23 (spettro residuo)

o (A) = {A e a(d) Le [A - A] &dnieltivo e F 'r.fa.[.f.#.—_H et B
Definizione 1.24 (spetiro continuo)

g (A} = 1A € alA) te. A — A] & indettive e Tn[d - A] = X}

L'insieme degli antovalori coineide con lo spetiro puntuale {un operatore
& iniettivo se & solo se il suo nueleo & ridotto a {0}, in qualsiasi dimensione
sl Lavord).

Definizione 1.25 (molteplicitd geometrica) Sidefinisce molfephicila ge-
ametrica i A © O relative ol operatore lineare A la dinensione dell’an-
tospozio che esso genera:

Mg[A, A = ditnker A Al
Be A non ¢ un autovalore, lo swa molteplicild geometrica & chiaraments zenn

Definizione 1.26 (molteplicitd algebrica) Si definesce moltepheila -
gebriea di A € O relotive all pperatore linegre T la dimensione dedl mulospazio
gencrafizzalo:

gl T) = dirm[AL 1]

Definizione 1.27 (autovalore semplice) Un autovalove ¢ detto semplice
guande la sun molfepliciia algebrica ¢ uno.

Definizione 1.28 (autovalore dominante) Ui auloualore Ay viene datte
dominante (stretbamende dominante) se

YA ﬁ[:’l}"l.. <'; }-..;]}-: Red < Rely I;H.t?)'; < Redq).

Definizione 1.29 (spettro periferico) Si puo aro sodrodurre To spetino
periferico:
aulAd) ={k € oA} t.e. Red =3s{A)}.

dove s{A) & definilo alle 1,51

Definizione 1.30 (spettro essenziale di Browder]} Sia A & i Siocon
stdering le sequenti proprieti:

LA =limgopoe Apy 2{An et C alA){A}
4 Im[A — A| non chiusa in X
3. dim[L05 ker(A A1 = my|A A = oe

Feesl Al = 1A £ T te, valge unn delle proprieta sopraindicate
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1.2.5 Alcune grandezze relative ai semigruppi
Definizione 1.31 (limite spettrale) Si definises i [imite spettrole
slA) = sup] Red te AE (A}

Definizione 1.32 (limite di crescita o tipo del semigruppo) St defi-
nisce lmite di erescita del semigruppo oppure Hpo del sevigruppo [Ti) o

- - a . . i L, . = (18
wolA) = inf{w € E tale che AM = 1 per cui vale | T = Me® }
che gl dimostv eszore cquivalenle o

log Tl _ ¢ Log I
! s .

-_‘_:.:-||:_:'l':| = lun |
’ =i i

L o o]

Definizione 1.33 (limite essenziale di creseita) I limile exsenziole
ereseite del semdgruppo st defintsce cost

A = l“b)l ||r'r:'-||:-:_-{_+ g |l.-.lp; ”if S
Wesal )= lim — “illess OB N4t ees
S f Pl i
Si conuiene di porrs log(l) = —oc; dn guesto wmodo, se (T3] e = U 50 ha
]I'_'IL_'\' ||I-I|”'||||_;.ﬁ..-: = — .

La norma essenziale per T e B{X) & definita da
Definizione 1.34 (norma cssenziale)
T, = dist(T, (X)) =inf{|T - K ¥R € KiX 1}

il esprime sostanzialmente gquanto un operatore limitato e lonfane ilal-
I"essere compatto,
Per nn operatore T 2 B(X) si definiscono mnolire delle altre grandezse.

Definizione 1.35 (raggio spettrale) Il vaggio spetirale ¢

f(T)= sup [A
Aea

ed & finite, perché a{T) ¢ chinso e contenulo in |77 [T]]] (¢ compalio).
Definizione 1.36 (raggio essenziale) [l raggio essenziale ¢

Tesel U') = sup = | Al

ASTupuid )

Definizione 1,37 (insieme additivamente ciclico) Un solloinsicmie del
pinne complesso X C C ¢ dello cichico {pit precisomente additivamende
viclicn) guando st pnd serivere nello sequente moniera:

X ={t—ivk keZ}HelkI=0.
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Poli del risolvente

Per spiegare che cosa sia un polo del visolvente B4, Al (essendo A nn ope-
ratore lineare), si passa attraverse Uanalogia con e funzioni a variabile com-

plessa.

Se f e olomorfa in 8(zp, ) {20}, 20 viene detta una singolarith isolata.

Definizione 1.38 (seric di Laurent) fLa funzione | ammelle allora une
sviluppe dn sevie all'inferne della sfere di raggio r:
YWz E Slzg,v)h iz}

o

u " A 2 TL
f1z) > aalz o)
= o

Ora le singolarilti izolale possone esser distinte in e ipi:

Definizione 1.39 (singolarita eliminabile) = ¢ una singolovitia climnina-
hile se nello sviluppo e sevie dt Dourend

ay = 0 %< 1,

Definizione 1.40 (polo di ordine ) zg ¢ wn polo di ordine e se nello
setluppo fn serie di Laurend

fig = %0 < g @ iy (.

Definizione 1.41 (singolarita essenziale) z; & une singoloriti cssenztale
grando nello soiluppe in sevie i Lowrend

YnelM Im s ma—w#E 0

Per quanto riguarda il risolvente, la situagione & analoga, con la sola
differenza che la Minzione [ considerata ¢ a valori in B{X ] invece che a
valorl complessi.

Sia date X uno spario di Banach e A un operatore lineare su X, La
C 2 p(d) — B{X)
; 1—1
Ar— |4 = A =R[A 4]
i definita su un aperto del piano complesso perché plA) o &
Le singolarita sono allora 1 puntl dello spettro dio AL Sia Ay € a{A). Be Ap &
un punto isolato, posso considerare lo syiluppo in serie di Laurent in un suo

inborno:
+n

[A=4"" = 3 Bald— )"
Tr=—0n
dove I BB, € B(X).
La classilicazione delle singolarith isolate & identica al caso delle Tunzioni
# valori enmplessi, si vedano le definizioni 1,39, 140 e 1AL, in cui i mumeri
cotnplessi ag vengono rimpiazzati dagli operatord 5.
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1.3 Teoremi e proposizioni

Proposizione 1.42 (4], teorema 1.2.2) Per un semigruppo (1) fortes
wmevile condinuo vale lo seguente maggiorasione:

P = wplA) M = Miw) =1 te [T} < M,
dove wp € la definizione 135

Proposizione 1.43 Se 3ty = 0 fole che Ty sin congullo adlora T, ¢ com-
patte %1 =, e £ definttivamende compatio.

Teorema 1.44 (Hille-Yosida, [4], teorema L.3.1) U/n operalove lincare
4 & generatore tnfinitesimale di wn semdgroppo forlemente continun tale chie
72

< et g e solomente se

f. A é chinso ¢ DAY ¢ denso in X

3

& Pinsieme visolvente pl A} di A conbiene o raggio
LA tale che Trh = 0,4 > w}

g oper guesti A osi A

)
Bl oy ]| ———
Il fi{ Nil= 5

w

Teorema 1.45 (perturbazione, [4], teorema TTL.1.1) Sia X wnn spazio
di Banach, Ay il genevalove infinitesimale di un semigruppo (Ty(t)] che sia
fortemente conibinue. Sie B un operatore lineare ¢ lindtoto de X X. Se

A =4y B

¢ un operatore lineare chiuge (con domint D{Ag) = DA allora A gener
wn semigruppe fortemente continus, e vole
4
Tim= Tyl / Yilt — 21 BT {s)xds.
di
Proposizione 1.46 ['insieme vicolvente p{A) di un opevatore lineare A ¢

win aperto, Eqavalentemente, lo spettro a(A) ¢ un chiso,

Proposizione 1.47 ([1], proposizione 8.6) Sia (T;] un semagrippo il o
ratori fortemente continue, ¢ A il swo generatore dnfinifesimale. Allara

1. supf Red tee A E g,(A)} < Wzl A)

2, wn(A) = max{s{A), wees{A)} = max{s (A),wess (A}
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Teorema 1.48 ([1], teorema 8.14) Sia (1}, un senvigruppo di opera
tori su X fortemente continve e posthive, ¢ sie 2{A] > —oc un polo del
risolvents BA Al Allora ol A) @ ciclice,

Proposizione 1.49 ([1], proposizione 8.3) Sia (1) wn semigruppo for-
lemende continue, per ogni t 2= 0 st ha

S Ad

¢ C al{Ty)

Proposizione 1.50 ([1], (8.5) a pagina 200) Sia [{4}] un semigruppo for-
temente continue o A il sno generatore nfinitesimale. Vole
paal A

ruesl T =6

Teorema 1.51 ([1], teorema 8.17) Sia (Ti},.p un sensgruppo di opera-
tovi su X fortemente continno, positive, irviducibile, ¢ tale che s(A) > —o0
sty win pole del pisolvente R[4, A Allo

Ioa(A) & un polo di ordine wno con maolteplivite geometrica uno.

2, oplA) = s(A) Fivd per gualehe v reale non negativo, e quests elomenti
sone Libli poli di ordine wno df BA, A] conomolteplicitd algebrice uno.

Teorema 1.52 ([1], teorema A.3.1) Siw L un operelore lineare chivso.

S
+o0

BDL = Y (- X)"By
o= o
T suibuppo o serie di Lourent del risolvente presso Ay,

. B_y & una proiezione su X, Tn{3_)) e Im(I — D1} sono chivsi, e
{n vestrizione di Lo Im{B_1) ¢ Gmilata ¢ ha spelbro {Ao}.

2. Se Iin[B_) ha dimensione finita, allova Ay € un polo di R[A, L.
Se Ag & un polo di R[A, L] di ovdine p, allora Ay & un auwiovalore di L,
Im{B_) = ker{{hg — L) = ker ({2 — L) ik

Im(I — B ) = Im{{dg — L)) = Im{{} — L)"') = ...

X = ker((h — L)) & Im{ (Ao — L)),

Proposizione 1.53 (in [5]) Sin Ay wia singoleritd deolule del risolvents
0 q
Row Al Sedg ¢ own polo di ordine v, allore esso ¢ wn awtovalore di molleplic-
s I : it
i algebrice e vale
N lA) = ker’d — X"
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Proposizione 1.54 ([4], corollario 1.2.5) I generalore infinttesimale A
di wn sewdgruppe (1y) fortemenie continue ¢ chiuso el 8 sue dominio e
denso in X,

Proposizione 1.55 ([1], theorem A.3.3) Dalo wn eperatore linears L,
st
Ay £ Fl:}-’jlll".rje:o':u{L]

allove Ag & un pole del risolvente ¢ B ko rango fintto.

Teorema 1.56 (ecquazioni integrali di Volterra, [2], teorema A.1.1)
St doto i sistema

it
uit) - ] Kt — slu(s)ds + [{1).
1}

-

Sia K wnn funzione il { [(},_ i -dndegrabile, £ wnn funzione Jil [[U. al)-

o

integrabile, Allara esiste wuna wien funzione R(-) £ L0 0o]) tale cle
Ty X | o, I

wlt) = flt) / | Rit —a)f(s)ds.
J0

Teorema 1.57 ([3], Sect. 2.2, Theorem 2.5) Sin'l un numero veale po-
silive, J = [0,1] wn indervallo delle vetta reale, o miswrabile. Se vole una
S

Loaxbe LYW € 14(S)
2. axhe L*(J)¥h e L*>(J)
{sonn equivalenti) allora Dapplicastene
b—sa+h

definisce un operalove compatfo in LP(0,T) per ognip, 1 < p < o

1.4 1l problema di Cauchy astratto
Come riferimento si prenda [4], il capitole TV,

1.4.1 1l problema

Siano X uno spazio di Banach e A un operatore lineare da A} © X in X,
Il problema di Cauchy astrallo, con dato iniziale @, &

Suit) = Aul(t) per t =0 (1.1)
(=0 = 2 o

Risolverlo significa trovare una funvione w(t) tale che
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L, wit) € D{A) pert =10

~ g7l

2ouE

3 ult) risolva il problema 1.1,
17 ovviamente necessario che @ £ D{A): u{t) appartiene a D{A} per ogni
{=0eint=0&conlinua, per eui o — wll) = lmy g (i) € una aderenza
per DAY, stante che w(i) € D{A) per & 2 0.

1.4.2 Soluzione

S0 A & eeneratore infinilesimale di un semigruppo (T3 foerlemente conlinun,
bl i B ;
allova, per ozni @ € D(A) Unnica solurione del problema &

wlf) = Tur.
Teorema 1.58 ([4], teorema IV.1.3) Sia A un operalore Dneare con do-
weindo denso in X, con un insieme visolvente plA) non vuote. Il problema
di Coanchy ha une wnicn soluzione che sia continua e derivabile s [0, o]
per ogni condizione iniziale @ € D(A) s e solamente se A ¢ gencratore
infinitesimale di wn semigruppo (Ty) fortemende conbino,
1.5 La matrice risolvente

Data il problema differenziale

y(z) = Alx)ylz)

e
A
o
u
Wi
o
A madrice noxn

si definisce matrice risolvente la somma della seguente serie:

5 "
Wia) < 1+ [ A+ | ds [ ag) A

Ly -1 Rt

i@ £ £y
—fﬂfﬁj,mmmmmm+m
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Siceome W ir] dipende dalla seelta del dato iniziale sarebhe pid appropriato
serivere un indice, W, {2}, ma cid si sottintenderd.
[asa gode della propriela
i) = Wil
avendo posto
yo = ylen).

Oreviamente vale
Wiag) =4

perché tntti gli integrali si annnllano.
Un'altra proprietd che esaa ha & che

i"i‘""II::I.'\,I — 1fr]1’§rff]'

Lo & prova, per semplicild, con una matrice 2 % 2, e con queste notaaion

o { pla)
UL“.] - ( i:,'I:;H.:I )

;4 (el ol
Ala) = LLAS) ; ’I
aola)  aulal

tig = (L

[n questo modao
pla) = wila)plt) +wzlalgit]

glay e {!J.Zl;.’_?[l‘]} + wiga i) ql;[:'x:l

[P,

plin) = ?JJ"llf_ﬂ.‘_:'p{ﬂ} + '!n'.'iz[a:l{lr[ﬂ} appla) +uagial =

= ayy(a)fw (adp{0) 1 wiale)g(0)] + argfa)fwe (a)pil] + waala)g((] =
= laplawyy (@) + applajws (al]pl0) + [ag {ahozia] | arzlatuaiallail)

e analogamente
g'la)=|ax (alw (o) +amaiews (o)]p(0) Tay (e ple) | agslo e (el (L}
Fssendo pli] e gl0) dati indipendenti

wila) = e {ejun(e) —aplelwniae)

'.ln'lu.:ﬂ} = 11 |:ﬂ.}u:‘._-2 IZfr.:i | e |:tl:|1f.'gg I;ﬂ:l

[ i X i ey Pl
wiy (6) = agy{e)wg [a) - agalalig ia)

whla) = az(a)wia) + a0 )00t ot



Capitolo 2

CRESCITA
ESPONENZIALE
ASINCRONA

2.1 Crescita esponenziale asincrona (A.E.G.)

Definizione 2.1 (AE.G.) I serugruppo (Tylieg fa crescita eEpanciole
asineronn st A = B, 3 proiezione di rengo uno tali che

lim e~ i = Pz per ogni 1 £ X,
o :

Che cosa glustifics questo nome? Ly a0 e At = P osignifica che
Thar e 0™ EPE per b~ foc

In termini di un problema di Canchy, o & il daio iniziale, ¢ Tye & la solnzione
relativa al dato iniziale @ al tempo 4.0 81 vede come il compaortamento asin-
Llotico delle soluzioni sia di tipo esponenziale, essendo etb o 2 e Parouna,

costante In X, nel senso che non dipende dal tempo t.

Definizione 2.2 (parametro di Malthus) 1 valove reale Ay esprime la
creseilo detln soluzione, wel coso @ un modello di popolozione s eldama
parainetre di Malthus,

2.2 L’enunciato del teorema
Teorema 2.3 Sia (T,),., nn semigruppo di operator] fortemente continne,

posilive, definitivamente compatto ed wrriducibile.

Allovn (T}) ., possicde la proprietd di erescila esponenziale asmnerond,

23
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2.3 Dimostrazione del teorema

La dimostrazione del teorema viene spezzata in due parti. 5i dimostrera
soshanzialmente che la possibilita di isolare un autovalore strellamente doni-
inante “ben lontane” da tutti gli altri conduce alla crescita esponenziale
asincroni, o che il teorema fondamentale che & stato cuuneialo fornisce delle
condiziont sufficientia a tal fine.

2.3.1 Dimostrazione del teorema nella forma debole

Teorema 2.4 Sie (1)) un semigruppo di apevatort fortemente continuo, sia
A il swo gensratore infinttesimale e valgone

L Ag awtovalore di A avente molteplicita algebrica nguale o uno, reale,
sirettamente dormininde

2 wiaetlA) < wy(A).
Allora il semnigruppo possiede D propricta i eresetlo esponenziale psinerona,
Lhimostragione.
s )y E r'."l;."jl.:l."-.lfj,:.-,-_.gl::."ljl.
Fasendo un autovalore, Ag ¢ un elemento dello spetiro. Inolore & ovvio che
AA)=suplRed dea(dA)} =M

i causa della realta o della stretia dominanza di Ag.
Dhalla proposizione 147

wold) = max{s(A) welA)} = a(A)
polche w, ., < wo per ipotesi, Quindi
Ao = alA) = welAl
Ora, s¢ Ay appartenesse allo spettro essenziale di A
Ap < supd Red A 2 gl A} << wen [ A) < wpld] = Mg

{love la prima disegnagliangza segue dalla proposizione 1.473, il che & chiara-
menle nn assurdo.

e g & un polo del risolvente f]A, AL

Segue dalla proposizione 105,

o X = ker[ho— 4| & dmf{hy — 4]
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A & chinso perehié & il generatore di un semigruppo fortemente continug
(1.54). Dal teorcma 1.52, ponendo p =1 perché Ag & un polo di oreling nuo
(poli di molteplicitd algebrica uno ¢ poli di ordine uno sono la stessa cosa,
come prova la proposizione 1.53), si ottiene la decomposizione.

Sia ora P la projesione su ker’hyg — A|, e si definisca

Ty =TI - P

Ty risulla la restrizione di T) a fm oy — A).

(T =p @ 80 semigruppo fortemente continmo su dmphy — A sia A il 0
generatore infinitesimale, A visulia la restrizione di A a Trrifhg — A| (insomma
il meneralore della restrizione @ la restrizione del generatore).

Lo spettro di Abald) =a[AV ], in virld del teorema 1.52.

o Lyl .»'JL'I < Ag 0 38 reale posifivg,
Siuserd i novo il teorema LAY
._._...‘xl'l —max{sH A 1’1
Si dimostra innangilutto che
Red =y — 8 FhealA{A}
cvvero che Ag non @ una accumnlazione per Uinsieme
IReXi ) € a(A)}.
Sia per semplicita Ag = 0 e per assurdo esista
ntuen € olA Ao}
nha siceessione converpente Lale che
Bedn® hg =0
Ora, in virtl della proposizione LAY,
{e} C a(L}).
LIn rapido caloolo,

I!')\Ii — L-rl Fiihag o ol -'-'!-)-..-I. == 'l'.‘f'r Hﬁ}": I""l::LIJI ”I')“I

[ — |
mostra che o gpettra o {5 ha un punte di acewmnlazione sulla circonterenya,
complessa i ragzio unitario; per cul

sy 2.1
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Questo, perd, in virtd della proposizione 1.50, da
. o whgalal]
0 < regsldy] - el

per i
wese[A) = 0= wplA)

4

il che & contrario alle ipotesi. Sié insomma provato che
8 = dist[hg, { Red A € o{AV At} =0

Clvwvinnenle

Vale inolire

;. log || T3 log "I T — P
e (A s MG LT 5 b 8
| e b frbr 1
Tow | T
< lim T “F“ = el A) < wplA)
L-r oo L

stante che ([T [ — P!l < || 2|
Si chimmi ora 4y un numero reale positivo che sia minore o uguale alla di-
stanza fra wol A) ¢ owe 4.
[*er
8 = min{dy, da}
vl sia
.-'H:_f:i:I E ")"U i)

Wose| "]".I < Ag— 0
Dalla proposizione 1,47 a1 ha
wolA) < Xy — &

o i 0 te e e — Pel| < Me"||x|| M =1

Dalla proposizione 1.42,
Vi 5wl AY, | Tedl < Met||zll 3M = 1.¥E € Im[Ay — Al

In particelare,
Y €]Ao — 8 An s [ hE|| = MeM g

altrimenti seritto

iy €0, || Tie < MePo |2 Vi g fmlh — AL
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Per ogni o appartenente a X
174 — Plal| = (Tl - Plz|| <

< NMpelho=nlt 17 = Pl < M| = Pllel ¥ ||z|| = Meleidtal,

Ora. A e P commutano perché ker[Ay — 4l e fm[Ah — 4] sono A-invarianti,
APy = Adpxe perche Pe £ .1:4':1":,1“ — A, Adgz = ApAw per linearita i A,
Percio 13Px = e

Por = T[Pe+ (1 — Pzl = e Py 4 T — Pl
Moltiplicando per e 4" spostando un rermine ¢ passando alle norme
— gt — it - LU= |
|| Mty — PR = e hIr—= Pl e ot et || <

= Mem el
< Moo

maggiorazione che comporta il risullato; la quantiti e O tende a sero al

tendere di ¢ a 400 (1 @ positiva), per cul

i &7 e = Pa,

s ]

2.3.2 Dimostrazone del teorema nella forma forte

La dimostrazione del teorema fondamentale sulla crescita esponenziale asin-
cronn viene effettuata in guesto modo: si mostrerd che sotlo le ipotesi i
forte continuiti, positivita, irriducibilith e definitiva compattezza si ricade
nelle ipotesi del teorema 204,

Innanzitutto se lo spettro di A non & vaoto s(A] = —o0,

"

0 ey [;’1 | — ik

i
L 4

T e Y

woiche {7V & compatto per & 20
[N -

Dialla proposizione 147
sup{Bed tie. A € dusalA)} £ wess(A) = —2¢

ovvero lo spettro essenziale & vuoto, quindi i punti dello speftro sone Lutti
poli del risolvente RA, A], vedi la poprosizione 1.55.

o aiA) & un polo di ordine une (o di molteplicith algebrica uno)

Seane, prazie anche alla forte continniti, alla positivita e alla irridneibiliti
del semigruppo (1) dal teorema 1O L
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o el A) = win[ A1)
Fasendo lo spettro di A non vuoto, con Pausilio della proposizione 147
wolA) = max{wes{A), 5(A)} = max{—o0,s(A)} = s(d) = —cc
o ap(d) = {504}

Con it 5{A) — wa{A) = Ay risulterd Pantovalore teale strettamente dovmi-
nante,

Lo spettro periferico di un semigroppo positivo & ciclico (teorema |57,
gquindi =i pud serivere

agld)} = {={A) +ivk b e £} Jv = 0.

51 ponga per semplicita s(A) — 0L

e s 3 i P L -
Sisupponga per assurdo che v = 0. Dalla proposizione 1.49 gl g (T,
per sl

{8 ) s ColTh)

I*er qualche £ = 0 Uinsieme { c!"“:k}- & denso nella circonferenza i raggio
nnitario del piano complesso. Nel caso in questione, per qualche © = 1)
Iinsieme {e®%} denso in {2 € Tzl = L}, Siccome lo speftro & un chiuso
(1461,

(I2] = 1} C o1y

Tutti i punti della circonferenza sono delle aconmulazioni,
“Zl = 1-:' C Tees(A)

171,

1 E Tigs I:rl!l :I} — I:,.,»Lwre.wl__.—‘l_ll =, L»:.i,q_q_q'::.r'l) :_‘-i D
che & assurdo.
Sono insomma soddisfatie tutte le ipotesi del reorema 2.4, per eud si pud

concludere che il semipruppo (71} ha la proprietd di crescita esponenziale
AEIHCIONA.



Capitolo 3

EVOLUZIONE DI UNA
POPOLAZIONE DI
CELLULE

[l modello che i intende studiare rignarda popolazioni di ecllule. Esso ¢
striucturato seconde Petd, Ta popolazione viene inoltre suddivisa in due
sottopopolazioni, a seconda della possibilith o meno che banno lie cellule
di riprodursi. Esse si possono trovare in due stati: o sono prolifiche, e
possono dividersi generando cosi due cellule fighe, o sono quiescenti, ie
invecchinnn senzs potersl dividere,

i assume che esista un'eth massima @ oltre la quale le cellule perdono
Ja capacith di dividersi, Da tale et in poi si decide di ignorarle nel computo
della popolazione, anche se in efferti esse scompaiono solo per la divisione.

Dalla loro nascita fino all'etd ay le cellule possono passare da uno stalo
all’altre in gualungue momento.

§i nssumme che al momento della nascita le cellile siano prolifiche.’

91 va ora 4 descrivere il modello in termini di an problema di Canchy
sulla semistriscia (a.8) € [0 e1] % 0,4oc], dove a rappresenta Teld e f il
LeeTrjce.

3.1 Impostazione discreta

3.1.1 Le grandezze in gioco

Vengono ora introdotte le costanti e le funzioni che servono a costruire uua
matrice di Leslie per il modello.
Sia b un munero reale positivo lissalo,

Ui ma seelta, siopoleebhe imporre anche i contrario, Nel caso pud generale si figsa
1n rnmers reale § eompreso fra U e 1, che descrive quante cellule nascons prolifiche, Cio
verrd Leartata inoun apposito paragrafe,

24
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[eth massima aq ¢ gid stala fissara. Sinoora & il pin piecolo inlero rale
che kh = ar. In questo modo & = k(h), quindi quando si fard variare h
varierd anche &, ma cid resteri sottinteso.

Sia (1) il munero delle cellule prolifiche di et compresa fraa—fi e a al
lempo f. e (u (] il numere delle cellnle quicscenli di etd compresa fra o — b
e o al tempo t.

Sia su(u) la frazione di cellule prolifiche, di ctd compresa fra a — b e o,
che inoun intervallo di tempo di lungheszaa w0 passano allo stato di quicscenza,
e tolw) la Trazione di cellnle guicseenti, i eth compresa, fraoe — hoe oo, che in
un intervallo di tempo di lnnghesza o passano allo stato di prolificiti.

Sia mg () la frazione di cellule di etd compresa fra o — h e a che 51
dividono durante un intervallo di tempo di lunghezza .

Sinoti che queste tre funziond &,, 4, ¢ my, non dipendone dalllistane £,
ie. la frazione di cellule che cambiano stato o si dividono dipende solo dalla
linghezza dell'intervallo di tempo che si la scorrere,”

Si & gia assunto che le cellule naseono prolifiche. i assume inoltre che lo
resting fino all'eta fi; gquesta ipotesi potrebbe apparive restrittiva, tullavia
b necessaria per poter impostare il modello i questo modo, ed ¢ o realta
bt mena pesante gquanto pin piceolo ¢ fi,

Si assiners Uesistenza di altre funsioni man mano che se ne presenta la
necessiti,

3.1.2 La matrice di Leslie

Si scrive ora una matrice i Leslie per i medello voluto:

Pt + 1) Py it]
Pun(i+h) | _ L Frn(l] (3.1)
Qult + 1) Qnit) T
Quplt+ 1) (Faplt]

l\ ':.:?-'f.'r{f T ':fw] ;! k QL'.':-'Z” /"I

dove Lo 1o matrice a bloechi

/ Ly L
- P ET -
ir.'_'_lI | Lis
o . : P i . ¥ ot 4
aache questa & ouna posivione, spotrebbe deciders di eewderle dipendenti dal cempo
#1 vt renderehibe il medello pid complicato. B una sua possibile gencralizzazione,
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I Blocehi sono i seguenti:

21‘:’.‘._.1[."?.) E'.'Jl.,i.ll I‘.Illll
1 —rplfi] — splh] ( il
Li= i) 1 — '.'r'-g,lll:fl.] .-:'-zllr“l:l {
i} il il
] U [ 1— 'I"H-:..l‘:_:”l 'Ir?j B |J-I|_._{|ri'-:|
g g owex oaes ()
teilk) 00 . (
Ly — 0 by D - {
] D . il ]
] [ ] t,:_.'; __]J,_::l':|] ]
{ il [
splf) 0 {) i
Fu 0 sonifel D il
i) i il U
il ﬂ ] .ﬁ,;_:c__":lil.l.'lrtj D
i 4] {1
1. == I!J'_L[lllll-_:l [] I::I I}
L= ¥ I —tuplh) O ]
[ i {0 il
( 0 0 a—tg (k) O

Una volla analizzato il significato della matrice L, il passaggio al continuo sl
otticne per b —» 07, andaudo cioé a raffinare sempre di pin la suddivisione
che s {3 della popolagione secondo le fasce detd,

3.1.3 Costruzione della matrice di Leslie

A partire dai dati sulla popolazione al tempo t, s vuole “censire” la popo-
laziome al tempo £+ h, Le. dopo che & frascorso un tempo pari al valore
lissato F

Un ragionamento di massima: se una cellula, al lempo f, aveva ela
compresa fra (1 — 1)k e ih, al tempo ¢+ & aved un'eta fra dh ¢ (i 4 10
Le cellule che (al tempo {] avevano eth compresa fra (1 e kh avranno (al
tempo & — R) eth fra foe Bl perché quelle che avevano etd fra (& — 1)h e kh
VOrran o ignorate 0 quanto superano dy.
Resta da determinare: quali cellule aveanno etd fra 0 e 27 Saranno il solo
frutto delle divisioni di cellule prolifiche, i quanto la intera popolazione
dellistante & s troverd fuori di gquesta fascia d'etd.

Si cominci ora con lo stabilive quante cellule proliliche abbiano ela com-
presa fra (b e b, Fese saranno la tofaliti delle neonate, per [ amsunaionl
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procedentemente Fatte.

Citr condurra alla serictura della prima riga della matrice L.

Le Pt} generano, durante il tempo f, 2o Ry £ (1) fglie, dove il 2 staa
signilicare che nna cellula si divide in due figlie.

Le Py {l) generano, nel tempo by, 2imgy (i P (0 figlie, ¢ cosi via, fino alle
Py () che generano, nel tempo hi, 2mpq (B Py () figlie.

[nsomma, le neonate durante il lempo i sono

Bt 4+ = 2malBPalt) = Zman (B Pax(t) ~ = 2 (R P (f)} =

i
= 23 my AP ().

=

ca
b

Siva ora a caleolare quante cellule proliliche abbiano al tempo ©+ & eta
compresa fra i ¢ 2h. Esse saranno le Py(2), meno le cellule che nel teipo fe
si dividono, meno quelle che diventano quiescenti, pin le €2n 1) che diventano
proliliche,
Padt 4l = Pult) —my (W) PR(t) — salh) 00 () + ta(h)@a(2) =
= 1 —wnplh) — salh)] Pi(t) = tilh) Q2 (2),
Tdemm per le Pyt 1) = [1 = smag(h) — san(R] Paple) 1 ton (R)QadE) s 1o P,
ehe., ling alle Pyrit —+ K.
Fiy(t—h) = [1 ~ e il — 8 |:-_r;_I P pplt) + i vl _nlt)
(3.3)
perd =28, .k
Si & eosf esanriio i computo della sottopopolazione di cellule proliliche. Ora
tocen alle quiescenti.
Non sono presenti cellule quiescenti di et compresa fra O ¢ o perché si ¢
detio che le cellule nascono prolifiche.”
Quante sono le Qup(t 4 #)7 € sono le Qg(t), meno gquelle che nel tempo B
diventano prolifiche, pia le £2,(¢) che diventano quiescenti.
Qanlt + 1) = Quit) — ta () () + s (h) Py lt] =
= [L—tuih) Quit) +snlR)Pu1E)

e cosi per le Qo (04 A ete fino alle Qep(t + 8.
Qunlt + 1) = 1 — (b Qe pa(t) + sl i (1) (3.4]
per s = 2,0, 08

Serivendo le 3.2, 3.8, 3.4 con Pausilio delle matrici si oltiene la scrittura
della 3.1,

Y realth ol sono quelle che inponiame come dati 2l tempo intgiaie, il che di un senso
alin serictura 4 (0, che alerimenti sarebbe equivalente a 0,
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3.1.4 Passaggio al limite

L questa sezione siintendono sviluppare 1 ealeoli per effetiuare il passaggio
al lmite, i =0
La 4.3 81 pud riscrivere cosi:

Pyoplt +h) = [1—mg(h) — sa (M) Pald) + Lalh)idalt)
per a=h,2h, ..., (k = 11
Soitraendo Fo{t) ad ambo i membri
Pl +H) — Bofl) = —ma (R)P{8) — sa{R) Palt) + tal ) Quit)
dalla guale. dividendo per f

FunlttB) —Falt) | _thalb) p oy Bl gy Mg . (39)

) .r'a i h Y h

Si assme ora che esistano delle densith (rispetto all’eta) di popolazione
pla,t) e glo,t), le quali dicono quante cellule (rispetlivamente prolifiche e
quiescenti) abhiano etd compresa fra a ¢ a + da. In questo modo, il no-
mero di cellule proliliche che hanno ctd compresa fra a ¢ o all'istanle ¢ &
L ple tide, Tdem per le quiescenti,

Quanto alla loro regalarilia, si suppone che appartengano a C* (i), a]) rispel-
(o alla variabile @, nel senso che per opni © & [0, +00] si ha che p(t)
apparticne a C°.

Tha i 51 puo serivere

n

ik = / plE, Ede (4.6)
S
‘@
Quit) = | alé.rjas. (3.7)
n—h

Usando 1a 3.6 e la 3.7 nella 3.5

B ‘
—{/ ple b+ h)de [ m&ﬂﬁ}=
ol 0 So—l

NN & sall) [ co R T
5 z2h .'_i’rrll_l'ln'_.l ] }-"{f‘- .l'.jlfl':;";- vz % / f}[‘-l:f,:ﬂfa_" st In}_ Ly [ Q[I ?u.l'fk':f
e L ; (1 :

h o M i A

Efefruando il cambio di variabile

i i
[ ptea=nds = [ ple vt e
i Jao B
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g1 ha

[ i Wi | "
A e - | wendef =5 [ Ipte bt 1) —pie, g
h I =1 fi dp—h

Dividendo novamente per &
|

To it = : gl L™,
) / PE+ btk R) —plE.4)dE] = r“—_[ plEL)dE—
’ WL i

i h h .
#alh) 1 /'” . falfi) 1 [“
—— i, BdE + ——— (&, L. (3.8
I _,.._h’r (£t h kot hq_:_f o 4
Ora st intende passare ai limit, per b — 07,
Si assume chae s
limm Mgy pad (3.9)
=
b l.'I.J:IlI o &
0 T i) (3.100
kot ’
tolft] . . .
T 2 = The). (3.01)
N |iI|!-

Chuanto alla lore regolaritd, si suppone che csse siano essenzinlmente lmitate
snllintervalle [0, a;] e che non siano identicamente nolle.

Il passageio al limite per il primo membro della 3.8 vichiede nn po® di
ACCOT LA,

| .
lim — / [pi€ = Rt + B} — pl€, £)]dE
et B -k ?

limn

b1t Fr."’*
e B i v |
LT pla, t+h)—pla—h, tw-r,lr:'h,au 4R t-hi+ %ﬁ bR, #+h]]n€t )
fi—=0l
1 [r;l’rr L4 ) pfc.,—f.' I]J
lim -
Ji—ll ! 2

o L /™ [dp il '|
4 i P 5 & B I8 £
ul_l.rfir 2 g fi jf . {df-!- [ Bt cH( S J 4

fHy L i e
N lim [ ,n’m f+.‘.'--|——gr

e
2 psot | 81 T [ FI!“J_

L dp i
= '.r,',.,.—. il Iy
+i3 .'ciu:[:l {ﬁu CRE] i Lt e

e |_ ) d,r
11'.[}'[ )Lkilrf ja g—l'.lrln"-'.il.|||
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I L RSPAPORT  [ISEe |
e ot h — (L4 f b H R
dhdit s i : ' »

[ i G- 1 [dp i .
- 4 e b - [o,8) + =l t]| =
2 l{_} [ 1f] ¥ a-" LG.'!:'.I =+ 2 {._.Jlfi'-l-rh 0 r-'_.]_l'-._ £ !
fp i
£+ =(a.t),
dri'llu Y+ (ot

Per il membra di destra, essendo il limile di un prodotte uguale al prodotio
et Binili, se essi eslstono finili, visnlia

: " {Ii_‘ | g
lim G —/ plf, tidf | =
fisty | b el

) i ) 1/
= lim :I =l —] plE, thde
[TE fi b=t B Sl

el = plo,t)

por la 3.9 e la continuiti di g
Allo sresso modo, per Ta continnita, di g e le 3010 e 311,

i [0, 1 i ] =ttt

: " T WE, = lerja, b

"l—-:-rﬁl"' h hodoy pig. t)dg LGP 1)
R falh) @

. ARy 1 .

].].I 1 w _[ e tlld'“ T.’(l‘:l_lr{“t:ll

i >ft|1+ [ k i r#ei'lu-. g fagia,t

T delinitiva 81 Ticava

dp dp .
T e L Fdl2)
i it HE—or 4 E :

che & nna delle equazioni del problema di Canchy,
51 va ora ad oltenere le condizioni per a = (L
Dalla prima riga della matrice di Leslie si ha

rrs
Pylt + k) = 2m(h) Pysit).

i—d

Divicdends per &

1 : S .IJI.,..', fa)
jJ_EI":'{-l_”"I L ,l.u'l.l

i=1

oosando la 5.6

1 5oma(h) ;
; [ plEt+ h)ds = Z !—] nle thde. (3.13)
P 1 i

1 1 .j_! It



1 POPOLAZIONE DI CELLULE

Qi caleala il lmite del membeo di sinistra della 3,13

1 _[h :
lim [ [ plE,t hjeii] = w0, 5
kit | A Sy

per la continuiti di p.
Ora il passaggio al limite per il membro di destra della 3.13 & un po’ pin
delicato:

5 amalhy) At
, )
lim L i L / pE, thde
R 1 Il . |:_.|;_'|:|||I.

Siccome limy e trign () = 0, per il teorema, di Lagrange * sl pud serivers

per qualche £, appartencnte all'intervallo JiF — 1}h, Al
PPer 1l teorema della media

il ==
[ pl€0dE =k x pl&;,1)
Sk
per quialehe E appartenente 4 [[7 — L1k, jh'.
i . K
— gt — S —
b o [ plEAIE = hul&,)p(E;. 1)
=i v b=k =

per qualehe £ e qualche E_J appartenenti a [(F — Ljh, 3h].
Frerndo tendere f a zero, Le. schiacciande gli intervallin [(§ — L), 2
si cade nella definizione di integrale alla Riemanu,

# ]
' N — Elnld e
h]_|:}|]|. lehilv'l‘g'j‘lll“l.fj‘t] /r; el £ & el

Chuinedi,
ik
it ‘2] WEIplE, LidE. {3.14)
I

Caleoli analoghi si possono fare per le
Qapntt —h)

per a = (k28 L (k=114

“Se f b continna sull’intervallo [i, 8] ¢ derivabile su Ju, U, allora fibi—fla) = ['I?'_'f'l-::fl |
per qualele £ &7a, b



IMPOSTAZIONE DISCRETA

ottenendo cosi
o,

o e T
ot

o4 =T
£ ll

37

(3.1

13,16}

Mettendo insieme le 3.12. 3,15, le condizioni al contorno 3.14. 3.16, ¢ ag-

asiungendo le condizioni al contorno per {

deseritbo da gquesto sisterna di equaziond differenziali:

gi0,4) = 0
pla,0) = pain)
L gla,0) = qola)

3.1.5 Una generalizzazione del modello

ro [0 B 2 .
Tf—ﬁ'l.u,‘— Hp — ap+ Ty
o e )
aa T P —Tq

p(0,t) = 2 [ p(€)p(E, t)de

0, il nostro modelle & quindi

(3.17)

Per coslrnive questo modello si & imposto che le cellule nascano prolifiche.
Una prima peneralizzazione si otfiene permettendo che parte nascano pro-
lifiche, parte quiescenti. Sia f il numero resle, compreso fra 0 e L che

esprime la fraxione di neonate che sono prolifiche.

I caleali sono del tutto sona analoghi a quelli gid svolti. La matrice di

Loslie sari

I blocehl sono i seguenti:

2y ih)
1— g h) -

2 v ()
sl 0

il

l

= il 1 — magplfi) — sanlh)
i [
[ (]
i ] -
'||:I|.|.|:.|rl-:| “' {:'
L__:. s ﬂ f.-:_:”-_l [l
[ 4 LA [
i i} 0 fie_rells)

1)

il

[l

1
1 = wngg_13a(h) — s nlh)

2f (i)
]
il
[
1
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201 — flmgth) 2(1 — flman(l) - 201 — fimen(h)
el ( f i 0
Liz = { ann ] 1] il
H [ . ] ]
0 0 0 spnlh) 0
1] ] 1]
1 —tplk) i i ]
L= 0 1 t-_::_.'_._lr_.}lj 0 1
il i s { i}
(} i) i1 '.':',:..!i Ly (o0

o il gislema di equazioni differenziali relativo a questo problema sara

P g
T;fl - H = “Hp—op+TY
:FE + %'ft 1 ;rrr Tq
1 piD] =21 [y plElple. L (3.18)

gl 8 =200 =) .J'ET' wiElple e
ple, ) = pala)
L la, 0 = gala)

3.2 Impostazione continua

Un altro approceio possibile alla costrugione del modello & guello divetta-
rnente confino,

3.2.1 Le grandezze in gioco

Si comincia col supporre che esistano due funzioni pla. ) ¢ qla, £) che sono
le densiti (rispetto all’eti) di popolazione (prolifica & quiescente] alllistante
i,

pli, ) sono le cellnle che all'istante ¢ sono proliliche e hanno etd compresa,
fra, ¢ o — i in modo che il nomero di cellule prolifiche che al lempo

Lo eld compresa frn @ ¢ o sia

i’

] e, Dl
Lo por gla, L)

Si suppone che p{a) sia il tasso di divisione delle cellule prolifiche di et
a. Ovverossia, plalple. ) significa quante cellnle di eléd compresa fra e e
a — de si dividono nel tempo [t + di].
Analogamente si inlroducone o {a), che & i1 tasso di passaggio dalla prolificita
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alla quiescenza, ¢ 7(a), che & il tasso di passaggio dalla quiescenza alla
prolificita.

I7 il caso di chiarive meglio come si usa jia).
E evidente, per come © stata introdotta questa grandezza, che per ottenere
nn valore linito bisosnerd, inlegrare pp su una superficie in

(e t) £ [0, 01] % [0, +ociC I

L usare un integrale doppio, rispello a tempo ed ela.
In che modo?
[ serittura, i
E
[,u[n]p(e}._f:]dn-
Wil
che cosa esprime?
E il numera di divisioni delle cellule di etd eompresa, fra e e d uel lempo

[£.¢ + dt].
sy O
/ / plepier, 7 e
[ T
che eosa, 81 ottiene?

Integrando cosi

Il smero di divisioni nell'intervallo di fempo [r ta] delle cellule che hanno
otd [ a), nel senso delle cellule che stanno in quella fascla d'eta nonostante
lo scorrere del tempo. Nel senso che non si gegue un gruppe di cellule e la
loro evaluzione, ma Ueveluzicns di nna certa faseia deta.

Volendo sapere il numero di divisiond, nel tempo [£§ 4 w| delle cellule che
alllistante # hanno un‘eta eompresa [va @ e @, bisognera modificare Uintegrale
in modo da seguire questo gruppo di cellule nel loro invecehiamento dowulo
allo scorrere del tempo. Se allistante ¢ e cellule sono nella fascia d'etd [a, al,
all’istante § 4+ 4 saranno uella facia ja + 4,6 + 8],

=t posRET—=E
/ [ pleeipar, 7 dodr
o el e f v =1

cambiando variabile di integrazione

N prr=acfe
il loe, b+ o e

o =il =T

Anecora, il numera di tutte le divisioni nell'intervallo di tempo [t 2] &
I 2;

IF s v Y T o =108
/ / il dplee, 7 hdedr
Jdr=ts W=l

oppure. cambiando variabile, se w =ty — ¥,

e et TR Y et B
/ ] eleedplon b+ o bdolo
Jr=0 =1}
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3.2.2  Derivazione del problema differenziale
=i pone

'k
Plet) =] Pl bl

Lo, Pla,t) @il mmero di cellule prolifiche che all'istante & hanno ela rminore
o uguale ad o
Si pone anche Qla, ) = [i glot)de

Si viole caleolare, per b reale positive, Pla+ bt | k),
Quante sono le cellule prolifiche. di et non superiore a e+ b all'istante P
Saranno le Pla, i), meno quelle che diventano guiescenti durante il tempor i,
pi le guiescenti ¢he diventano prolifiche, meno le prolifiche che si dividono,
pit le neonate (visto che le cellule nascono prolifiche).

f=h pro—n-bg
Plat ht+h) = Plat) - [ ] alodplo, b+ Edods —
SEZD Sl
iE= s
— / ] Tladgle, { + £)dadf —
de=0 Ja=1

Fh pra—a—E
] / ple)plon t 4 £)dndf +
{—f] o rr=1

pi=l Y i ]
|-2] j pioplon t 4+ &dioedd
£-0 a=ll

Iiscrivendo

ni i
] nler b4 hide [ e, Uyedre -
i S0

L =L
- [ ] aladploe b+ £ )dods +
JE=0 fr=l]
O
- ] [ Tlexdgloe &+ &)dowdl
=0 /]

'-f —.'l.'- E=
] [ gleplont + &)dodf —
=0 Ja=0

g=h  poe=)
+2 / / pe)plo, t + &) doedg

n . il . - ¥
Caleolando ora per ambo 1 membrl &, 1e derivandn rispetto al paramelro
i, sl offiene

ath g ath . :
pla-t ft+ k) + [ a—llzr}:,f. ol e = - [ ale)plet + hldadt
S0 g S0

v i "Ly
L / Tler)glee, t—h)eee ] peeplor, .ll—.—hfnuf::x—ﬁ/ ploelplon, 0 flde

Sl i Sl
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Por b =1 a1 ha

I f)' ; i
wln, t) -.—[ T‘”[n:,f.‘_ldn = —/ ailerlplorn tldo —
Juo ot i

1l i
j Tleedg o, il fp[c}:};u{n-:.ﬁ}rm
a 0
il
+’2/ pleiplon ey (319
Jo

Ponenda g = O s oltiene

pl0.#) =2 / pladplen tdo (3.20]
Jo

che ¢ una delle condizioni al conlorno,
Derivando la 3,19 rispetto ad o
i fp ’ ; ;
gt b ={a,t) - —olapia.t} + rielgle,t) - plalplae, b (3.21)
ida i ' o
51 oaono cosi ollenule le equazion

thy P
—— 4 — = —pup TP+ T4
i i He F 4

i
nil,th = 2] pefoe il o, 2eer.
Il

Analogamente si procede per gla, ), ¢ s otliens il problema

[ :’rii [ t) + %%_’-‘a._f} = —plalpie,t) — olalple, i) + via)gla, £
=t (@5 t) + %I?{u., t) = rialgla, i} + ola)pla, i)

) pilt) 2 )" plodple t)do (3.29)
(0,0 =1 :
pla,0) = pola)

| (0. 0) — i)

3.3  Alcune considerazioni

Seguendo le due impostazioni possibili si & oftennto lo slesso modello. b
per aiciro che le grandesze in gioco significhine la stessa cosa?

Mella prima sexione si e definito
e . inglh)
Hie =" lalt ——=—

' h—lT f

mentre nella seeonda si & definito i) come una grandezza tale che jdalpin)
sia il numern di divisioni di cellule di eth compresa fra a e a + da nel tempo
(it d].

E effetlivamente la stessa cosa?
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3.3.1 Le densith di popolazione
L grandessza pla, {) ha un solo signilicato, perché & stala definita nello stesso

modo nelle due precedenti sezioni. Tnolire, & immedialo verificare che

i )
plo,t) = lim Falt]
h—— f)

Drdla delinizions

) f
Pt =] plee, tdder = [ ploe+a — fi, Lidoe
a L1

e dividendo per &

Py 1 LT
o 0 Pler 4 o — M, Doer
i h 0

Andando a caleolare il limite per & che tende a 0, il membro di destra da

imnedintameante

]. i 1
limn T ¥ j Plov—a — hotydo = pla,t]
i

h—s0- 1l

i guindi

I . :
lim Falt) pla,t (.25
hosot B
Analomamenle si procede per glo, b
3.3.2 1l tasso di divisione
Siindicheranno con i caralieri sovrasseonali le grandezze relalive alla sezione

“Tmpostazione continua”, tranne pla,t) che come si & gid detbo coincide.
Dalle delinizioni date

Eok pra=a L
mu{h)Pelt] = / / pilecdplee, b+ £ edeeds,
F=0 J—n-ho| g

Dividenda per 5 s ha

A

=& po=a+4+f g .
malh) | Lalt) Jelo fosot,  iladpla &+ E)dod?

=0 Joa=a—h+E

fi h fit

¢ andando ad applicare la regola di De UHospital per caleolare il limite per
hoche tende a 1 al membro di desira si ottiene

T v = / y

’ Jf:_u‘ ileplo, 4+ hido | ..';E_l:'t. fla—h+E)pla—h+£,4 - E)dE

1y — - 3 - - ==
TE 20
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fila ~ pla+ bt +8) + gla)pie, t + )
= I — — L —
fe—=0" i

= filajpla,t).

Siccnme a1 ba che il Bmite di un prodotto & i1 prodotto dei limiti, se questi
ultimi esistono ¢ sono loitd,

lim {'rrr.r,Lflj ” 2t

= | b4 '{ .1.|'.
h—ant h h } AL PLe )

da et 81 conclude
plalpla, i) = malpla,t)
e in definiviva
uia) =7ila)
L Lo due definiziont cotneidoo.
Analogamente si procede per provare che coineidono anche le definizion
di ala) & v(a).
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Capitolo 4

A.E.G. NEL MODELLO

Si applicane i risultall discusst nel capitoli 1 e 2 al modelle descritio nel
capiteli 3 e 4.

4.1 TImpostazione del problema di Cauchy

Si vunle ora riserivere Pequazione differenziale che descrive il modello in
termnind di un problema di Cauchy astratto, come visto al punto L1

Bisognerd quindi scegliere uno spazio di Banach X ed un operatore A
definito su D{A] © X adeguali.

Lo spazio X che si sceplie @ X = D10 6] = L0, e, dotato di norma
Gl s il gl in questo modo X risulta completo, ¢ la sua nor-
ma ¢ signilicativa perché [ plog t) rlu-—_l_f;;"l qiee, tder descrive la popolazione
totale al lempo £

Come si sceglie V'operatore A7

o : iy £ . - :
Sappiamo che 55 + 5 = —pp — op — 7Y, cla oud si pud serivere

ooy I
= =L —up—apt T
b il : ¢

¢ operando analogamente per g si arriva alla serivturea di

(-ZL)_( Efﬁ—;rrr—rl'?rlef)_
Ay - iy o -
F‘-’." T b T — T
_(_fﬁ. o T )('ﬂ)_
— G B =
_a(®
F g

deve A :P(A] © X — X & loperatore lineare definito cosi:

Lt gz T

45
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Cal & il suo dominio (A)7
51 pub subito dire che

T

DA} C {:;r;',','rl.'}‘,l eX:ipD)=2 ]

j[E) e ENdE, (0] = U} CX

in modo da tener conto delle condizioni al contornao,
Bisogna chigramente che (9, q}r appartenga a X, ¢ questo vale se le sl prende
in W 0,a) x Whi0,a,). Da cid anche |up| < il op € LYD, ), e cosi
per pli albri addendi; in questo essi fultl apparlengono a L'(0,a,) e pereid
arche lo loro somimea.

Tuscmmea, il problema di Canchy astratlo & il seguente:

X = (L) x L0, an) fi(p @)l x = oo+ llall )

[i. P
4= ( il L )
o T

DAY = {{r,ﬁﬁ-;-i‘} e Wil (0] = pid [ :

0|
() = 2[ £ {1  al) = {}} o
[
{ (p.a} = Alp,g]
(p,qi(t =0} = {po, 4o
Seriverne una solizione significa trovare un’applicazione

0, 4oc|—r X
t— (gt

che sia continua per § > 0, differenziabile per ¢ = 0, (p.g)it) © DAY per t =
0 e tale che risolva il problema,

4.2 Forte continuita del semigruppo
La soluzione del problema di Canchy 3.22 &
ol T I T
o= ;
( {J':'1f':| ) |I ( ffll':':'

Dimostrare esistenza e unicitd delle soluzione del problema di Canchy ecui-
vale a dimostrare che Voperalore lineare

7.
— (f—] T
4= ( =z 4 _ = )
=] E e |

genera un semigruppo forfemente conlinun, A tale scopo si ntilizza il teore-
ma Lo



i
=1

1.2, FORTE CONTINUITA DEL SEMIGRUPPO

1. A& un operatore chiuso

2, il dominio di A & denso in X

3. Jw € B te WA > w A€ pld) e (A= M| < ol

_.F.l

I% utile utilizzare il teorema 145 scomponendo Toperatore A in questo modo:
a
=i T i 0 7
/'1. - 2 A ) + ( P = _r"!.“ + -'r;
0 A S S

Ap penera un semigruppo lorlemente continuo?

Va dimostrato che gli operatori A ¢ Ay sono chinsi. Per ottenere cid ¢
sufficiente provare che loperatore Lf = —f' & chiuso, essendo che la somma
di operalori chinsi con operalori limitati da operatori chiusi.

Si ricorda che la norms, di WH1) &

”.-'r”'.-l-' J= ||.lr'-:L--:fj: T “JF'I e

Ora,
DL = {ge WD i q(0) =0} C L0, aq)
L: DLy —s B {0m)
Lf=-f
Siovnnl fare vedere che
G ey if ol BB 1ML
: ' g fag

L _
Lgy — @

' . . . 11 - o i
Clome prine punto si mostea che g apparctiens a Wit Ji.8. che Z2g & Eb [l =
&l g c oA

JI igeh,
Por definivione, le g, stando in W, vale

Dra questo, passando ai lmit

/ G — / el
[do— [

— [ i — | g,
/ g = ] i

Per unicicéd del Lmite
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il che implica

geWhleg=—4¢,

E ora vero che g(0) = 07

Vale ¢, (0) = 0 ¥re & B Se {ga), o converge in norma || - | - verso g, allora
si pud estratle una sottosuccessione (gy, J,-+ che converge puntualinente
vorse g quasi ovongue. In questo caso, sia i §n sia g sono continue, guindi
T convergenza puntuale & evungue, 81 ha allora:

lim gy, (2) = qix)
m— ol

per cul, essendo tutte le g, (0} = 0 vale

i) = lim g0} = AHI“ =10

b ST

Anslosamente s fanno i conti nel caso in ol sia

il
L) = {p e WD plo) =2 / ,-a[rn_‘.-j}'lﬂ-':lr.icr}
|

per il ouale vale
Iim g (0 = p(0) =
=
ril L8]
= lim '2/ fire)p oo = 2[ prlce)ple)do
nRes A
L spawio

D={5ewh o), f(0) = 0}
& denso in L0, ;) perché vale
CRM,m ) C DT Lila)
ed il primo @ denso nell'ultime, quindi a maggior ragione lo ¢ D.
Lo spasio
0

D={few" ) flo)= Qf fele) fladde}

L
& dense in L0, aq ). Come lo si prova?
Tnmanaitutto =1 im])r_nw H[HEE condizione:

3

Jeg =0 b ¥e f:_]':}, r_n[/ i hef =
Wi

Presa nna funszione ¢ & L' s vool brovare una funzione [ Wl jale
che ||f —@!' ;1 < ¢, quale che sia € reale posilivo, che verrd inleso minore di
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-
Innanzitatto, le fungioni €8 sono dense in LY, quindi

dg € Cosllg— oy < e

Coome primo approceio, si considering le fanzioui non negative, per cui g = 0,
e per il momento si supponga che g sia non identicamente nulla sull'in Lervalli
[0, ¢, il che, in virtd dell’ipotesi precedentemente posta, couivale a dire che
gy non & identicamenle mlla,

Ora & sufficiente trovare una funzione in W tale che;

o [20
o J(0)=8=2f" ul€)g(€)de
o { approssima g nel senso della nora ||
grazie alla quale s otlerri
If =l 2 IS —gll +llg =o' =
< pr e = onst W

Qi renterd ora di dimostrare Pesistenza della Tunzione voluta, costruendola
| ramite un parametro &, 5i ponga

_g;n | ||_'.i [[:'..LE']
zeT 0 §, e — &
fila 0 N b4
fala) %'_;r (e =4 [&e— i, e
q | ]

per d €0,5] e

P [[‘J,f:..""ﬂ]
Talz) = fevin by ; . 2 .
Mo Ct Sy - gle) ~ 208 —ef2)  Jef2.¢
per d > ef2.

I gquesto modo integrale

i
/ (&) s (£)dE
]

varia con conlinnith rispetto a 4, passando da un valore vicino allo zero
quanto s vuole, per d piccolo, fino a nn valore grande gquanto si ol
al crescere di d; pertanto, esiste un § per cui quellintegrale @ ugiale
T2 u(e)g(g)de.

Un easo da trallare a parte ¢ quello in eni la funzione g sia nulla su [0, of.
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In questo caso @ diversa la costruzione della fi, e si pud procedere nel maoda
SEZ1I0TLL

LR [t} ]

\ =
=4 & Ia,e
gla) leyar] Mg < |lgll e — o}

lgll.. — 8 el Mg = llg o —do}

dove 4y & caleolatn in moda opportune perché [ e fs = Jo .
Inn questo easo pir piceolo & il 4 che viene preso, migliore sard la approssi-
mazione della funaione g, Ovviamente, se ¢ & la funzione nulla, essa gia
apparticne a £

imane ora da diseutere il easo i funzioni che siano anche negalive.
Sia ¢ una Mnzione qualungue di L, ¢ g una sua approssimazione in ;. La
fanzione g 81 puo serivere come g = g4 - g, Siano f_ e f approssimazioni
di gy e g_ in £, Una approssimazione di ¢ in 2} sard la fungione fo—f
Toilalti

6= Fll'= o= Us = FI = lo—tgy —po) (g1 —g=)— [ = J-)1 =
< = (gr—g M=+ Mg —g) =S+ = F =

& —all + gy — Sl = llg— = 5 || < cast xc.

La densith di D in L & ora provata, Bisogna ora stabilive che
Fiwr € By WA =w, A € pldp)

Clome @ caralterizea un clemento delllinsiome visobvente?

Mg pldo) < v( :’” ) é X 3 ( ) c DAY Le
Y i
] )

Sicomineia ora a sviluppare i conti.

o s ‘;L"" ey — eFil — Ach H
[‘h — "H] o -':HT | ' ; = I
W — gy T Al — A 4

[integrazione porta a gquesto risultato:

dla) N
'.('II -

'f.'IJ[U]L' [An— II;TI;_u'f_{] ale Ve n = Mo—st- | tlE e ) m“];rrl"sjfft

ap{0)e— et I TEE] [ [l it 7 TEEMEL o gy g
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+'|, 3
( wla) ) £ DA
i)
Al v
iy )

B ( EIJ;:;” ',!.!.'::_[,!.‘]II'I.:{l:"I'JI":_l;‘I'u_--l-ITI:-'““'T':”'El + I‘Il:jl H—l’.)-ll'l—.‘!:l+_|l:!-|:‘,ln|C"l:|ﬂl-£.|p|zlq.:|r'llf_qda )
R

£ AICEOe

yitle

da cul 8l ricava

2 [ ule [ gl s b el f s ) dda

o P T b e
1 -2 [2 plajeTrotliletaldt gy

B =

I punti che non appartengono all'insieme risolvente i A sono i opuuti per

el (01 non esiste, ovverossia i puntd per eui si annulla il denominalore,
" Pt ~

L= prla)e Aol Gt gy Sia

i s iy
FlA) 2/ pua)e™ kil el gy
Jo

La funzione F{A) & positiva ¢ decresce atrettamente verso 0, per cui oltre un
certo valore w il denominatore sarh sempre non nulle, ie. Ju. ool p{A).

II'L- i "L ]
FA) = 2] H(ﬂ.}ﬂ"-"“ g Loterddg] g =
a

|IJ1 v
> 2 / sl e Prerailllla Aol l da =
i

it
; . — P R, S
J] sl ollJlle - Jolloo Yo A0 g g,
]
Fissa decresee per A = 0

d jar PO TR O i e %
— F(X) = —2A / pfle ARl BTl gg 2 0 perd > 0.
if A J '

Si verifica ora che limy_, ., F{A) = 0.

F(M

i
i
=0 Aa = G g
< 2| wa e el il <
i
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1
=2l % 5
quantité ehe ovviamente tende a zera al fendere di A a oo,
Per questi A > w si ha allora

il e il
: = 4.1
( il ) G

2[00 pla)] fiF e i ke WSl s bda el i Gl gt odgiiag
I—"J" ‘u-nr Bactfy el "
_.Ill .-_P"H 'LI .| 'ul'll;._(r ;]IdE j,:ll:_.‘: d.‘.‘!

L (o Fic “r chac .
[ e s i g 5)ds

Ona si procede con una stima della normea

.|‘j'4'j A ( E )

L
il.'.lfll;[]::lli'_'m_'ll;('!I."u"'J]”:f j ﬂ—}..rn—."j Joludo l-:'-‘\',P[HJ”(R | |
1] LA

X

= b

Ll
| ||[ = Ma—s)— |7 ”i"]i]ﬂ ‘-ILEa

S

g 23 i G s
< .;;amj;./ e M i “'-'»“dfdu—] [ emAlemen i b s <
S0

L!

v
< ¢(0)5 + el <

2l Ml I 1

R + SRl =
1 — 2lpllng A
||;J. 1 l
Ol Ly 1. |
A —2|p ” I ||,I }. el

- l |
T2 A= E (9

Closl Lo stima della norma. diventa,
il
'JIIHIII

[

il o 1 1]

= |Ipll ., | 2 : ;
L 2}. — 2|1 finp A )«J L’

I g = ol <
= || gip —— — — —lat 2
I |_-j.“_2”.””-)%I .}" IRINR

L 1 | |
[|...]| = .Iﬂlu,.z'l';“ﬂ';_.. I EHH’”U =




4.3. POSITIVITA DEL SEMIGRUPPO

& “."'f_l_li.l | |rf||.'.| o [ f”L
A — 2|l A—2||

iz

du cui segue
| 1

(1A T — —,
Al )"_2:-""'”3;

Si moslra ora che B & un operalore lineare ¢ conliono di X in X

pl ? = e -
im (5 )0 =s( 75 )0

= |lmdll g1 + ol e < 7l ae bl g A le|l bl pe =

< (el + Nl ] % (|7l 1o o

il che tinplica
|23 << max{||7 . ll7llot

4.3 Positivita del semigruppo

| dati iniziali {(pg,gs] vengono oveiamente sceltl non negativi per ovvio si-

pl )

gnificato biclogicn, py = 0 e gy = 0. 17 vera che T ( gl ) apparticue allo
ol

! ; 2 3o NP .
spazio (L1 {0,a11)", i.e. che pl.,t] 2 D e g, t) = 07
Si vada considerare il problema non perturbato

9 4 98— _up—ap

g2 B
L) oy i
fin o £ (14

pl0,t) = 2 [ p(E)pl(E. thg
qi0 b — 0

pla,0) = poln)

qia,0) = gala)

(4.2)

Fsso corrisponde al problema dato con Foperatore lineare non perturbato

Ap, &8l pu serivere come dne problemi distini

n fi'j'_.l o
ge & B = THp—Hp
pil ) = 2 [ ui&)plé,t)dg = B
plo,0) = pola)
4z 4
.
g0, £} =0
qla, ) = quia)
[l problema 4.3 si integra facilmenle

[l ulg)ide

et = pala — e e i b
Y B(t — a)e Jolptad a <l

(4.3)

H-ﬁ}
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Come si stima B[t]? Ponendo e du g LIS g

Bli] 2/ plEIpls, LidE =
JLE

I - R I g
=2 [ plg)BlE - OGS +2 il Epols — 1 llff—ﬂrf{" =
Ji S - 4
i . - . ) T ) . ) I[|’I‘£ -|- f‘]
=2 wi&)B(t—E)Ig)dE +2 JE + Lpolé] TR
J1 S

T i : s ¢ L o . .
i / g — I’.\JPU[EJH_'LH__'__ :'45 . ] BleN2ult — )T — £ =
40 ”L‘E] a

= Fli] + / BIEIK(H— €}l
S0

che & una equasione integrale di Volterra.
Fasa possiede una unica soluzione continna e non negativa su [0, 2.
Tutte le quantiti che compaiono in 4.5 sono maggiori o uguali a zero, quindi
si conclude pla.t) = 0 ¥ t) € [0, a1 x [0, +o0l.

Anche il problema 4.4 i infegra facilmente:

gola — el TEHE g = 4

(4.6}
B o b

gla, 1) =

B ehiaraments gia, ) = 0.
Se si di nowe (U)) e (V) al semigruppi relativi alle soluzioni elel probilemi
4.4 e
plt) = Uipol.)
gl b = Vigal-)

dove qui bisogna [are aitenzione perché p e g sono le soluzioni ded problemi
non pertinrhati.
Vale la seguenle ngnaglianza:

Lyla) = pla,t) = pl0, 1 — aje J

el il dw)

i
(LY

[T R B R TR T

Ll appe 46 per L=

(L, risulta cssere un semigruppo irviducibile {ollre che fortemente CORLinuo
e positivol: per £ > o) vale

_ . . . _ Ay . L
hipgia) = pla,t) = il —a)e Jo lukmide

perché lo sono le quantith B{l — a) ¢ exp(— [ ..].
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Continuando a chiamare p ¢ g le funzioni nel caso del problema pertur-
bato, ed utilizzando la formula di vaviagione delle costant

{
pit) = Uipg A [{"rf—-F[-‘[-,'w[--.-H'J}rf-s
S

¢

ol ) = Voo + f Vie (oDl )l
0

Con lainto delle matriel st scrive in forma pin compal la

, i . l.':.'l_n [l fAY] ) /”I. ' E"II.II-_-* 0 £ 0+ o .
5 ( i) j _( 0V ) ( 4 j : Jo ( 0 Vg (ﬂ {1 L i &

che & un'alira eouazione integrale di Volterra, e possiede una unica solnzione
non tegativa,

Il semigruppo (T @ pertanto positivo,

R

4.4 Definitiva compattezza del semigruppo

Per dimostrare che il semigruppo (73) & compatto s1 passa attraverso la
malrice risolvente del prablema stazionario, usata per effelluare un camnbio
i1 variabile.

Sia 2
o' (1) i) —ala)  Tia) Pl (4.7}
i (i) i) —Tia} i)

il problema stazionario. Esso si pud risolvere tramite la matrice risolvente,
le cui proprietd sono esposle al paragrato 1.5,
Si effertua un cambio i variabile in guesto modo:

plat) \ _ W) o, b
qla.t) A glagt)
o 81 vuole dimostrare chie i1 problema,
( i1y = &8 4 8p
[l_’l T ar
(2) = 3 ~ S —anp—apg=0

: pl0,t) = B(t) = ZJ[;:_" WlE)plgide

—anp — tpeg

(4.8}
glhd) =10
pla,0) = poia)
L gl 0] = quin
i equivalente al problema
f Ty B g8 __ n
() =g+ 5 =0
H el cdif
Bl=mt =5 _
plo, ) =2 [ pel€) T (E)pE.2) +wialf)alE,t) (4.9}

G0.t) =0
ala, 01 = pgle)
gla, 01 = qoia)
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Siceome wy (0} = 4 [delta di Kronocker)
P, 1) = w0y {0000, 1) + we (DG0,£) = dp(0,8) + Giagl0,t) = plo, )

©oAaln Iﬂgarrumr.ﬂ
gl0,t) = G0, ).

Ora,
& 'J
(1} = e — [ () pte, 1) 4 1w [ty (a)pla, t) + wppla)dle, i]]—
“tiqy (end ey (e )Pl £) wiale g, 4] —f-'-|'>|;r'l:|l"-f-"z| {erdiilen, b g (a)la, 1)) =
i i i iy
= 1) P w]'r'jr.'. i U o Wil 1 ‘-!f'lznsll,
—aisg P - 61w e — Gattg) P Gy ey
) ) i ) g i T
= fi g depatte =l i by piiae + mppttung + -.'.r,lng + i E‘i‘
b -u.=-:g§?l- — @ — g — dygtee P — apatsaag =

usande la (1) e la (2) ¢ semplificando i termini di segno oppposto.
Analogamente si procede con la

P2 —[h 1P | e = —[wo B~ wyad — ag1p — dpg =
b il i i i T,
= w1+ o —— At b ey — A Ul o T e —— —
h 24 22 2 Ba il i
—iLa| | !j-il ik -’j‘ — ihaadil >|p Ll-g-g'n{,l.‘ggi}'
: . o i i
= [aziwyy — agatig) |fi + Wyt - + |21z + opwe]d = waa g b wei oo+

- i i it

i,
b 5y + daL i b e agag e o+ asetepsg = 1.
i

Chainedi (1) ¢ (20 implicano (1) e (2],
Si verifiea il viceversa:

. ) . o ) 2 i
(1) = appug 4 appin P+ win o + Gied + arewsg + we o+
i iy
i iy = . - ;

+1 df ¥ 'r,'J-_zm — R B ed — et (i attanlf =
il - il p iy i
=11+ AL = Wy =7 T WHe T
"n zd.!. T i

per ol
dp o dp il rj'q

I_‘_-IJ -|'!-‘|le 1 ,:"JII']-I- u!l_zlm d{_
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|

(=3

o analogamente

g dp dig i
— 2P — .:. 3 — + fraty
Yo oAb b J_[t"}rt it

Esse debbono valore per ogni (u, £) € 0,0 % [0, +2cf, in particolare

il

{1} T
(1}a=o fda

dg i
(2)|aen = 0 : — =0
(2)la=o =0 = it ! it

I due sistemd, insomma, si equivalgono,

Per provare la definitiva compattezza del semigruppo (1) 81 dimoslre-
vi o definitiva compattezza del semigruppo (T3) relativa alle soluziont del
probilema 4.0,

L integrazione del problema 4.9 di

o — 00 o=t
it = { A=ty e

sy -  Pa—t0) o>t
Lt ol —n) a<t

Qualche ealeolo porta a

Elﬂ:ﬂ{{]w;_.| (G0, 8 — Eide4 by
Pt = —2 .Lll. -'I""{E:ll.mi G0, E— )+ (& qLE — ¢, 0)eg
2 [ € ()P0, 8 — E)edE f=oa

Si vuole arrivare a scrivere una equagione integrale di Volterra poer risolvere
i, ¢ Vengono introdotte Je seguenti funziond:

Kia) = { glallal oc e

] iR g
Glt) = 2 [ pi€)wna (E)PIE — 1.0} + wnp(§)giE — L0)dE ¢ < a
i 0l =/ ]
Si arriva ally sepuente formolazione
i
A1) = G —/ V(EVFI0, ¢ — E)dE (4,10)
S
che & proprio Vequazione integrale di Volterra cercata, e che ha come nnica
solusione pli, -,
Vengono ora introdotl §seguenti operatori:

H o .1"{ —F .Ir.IJ |__ﬂ. 2!.‘.|]
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H(W)-Mm
i

5 EMag, 2a)) — L0, aq)
S0 = Fi2e )

x

T LD 25, — L'{n.h!an.J

]
T =2 [ Kt — &)de
S

I e 5 sono operator] Hneart ¢ conlingd, T & compatfo,

Lineariti e continuita dell’'operatore [T

Ta linearita & subito evidente, dipende dalla linearity dellintegrale rispetto
alla somma.

Le ipolesi del 1.56 sono soddisfalle dalle K-} e G{-), C% pertanto una unica
B localmenle integrabile tale che

pi0,t) = Gt} — [ it 5)Gls)ds

I ora importante trovare delle buoone mageiorazioni su G e sl sno integrale.

Gt} < 20 ||| o moasd [ ] ”"'-'—‘”.-\c__.}-”3:[:”1.*-;-3.5“;- I iy L'n:t],e.-q‘.]

Cira,
. e
|| H ( o ) =j p(0, €)dE =
G L0 2a)) b

d—=Pn =20 ~a=l
=/ (7{t) — / / Rt siGls)ds <

J1=0 Sl a=l0
< 2oy x 2oy ||y 20 ”l‘l't'}‘-{llw'lllllr_x.- '“?'2:'.«;_};||P1ﬁ||f,l.;-:1,:;; y + ||*3'_U||f.'.‘:|,u_;-]+
HIEN ILI:I‘.gﬁ“Ec.'.J 41 e, vz |21 || o s ||T,L:-_._J!!x_}_||;{f[;.i|L1,;.jltl_~_l F Ll RS ] =
= enal X “|P_U||r.':u..1_;. g ||'ffl‘r”r_.'-u'.u..-f..}J

il che prova la conlivaith dell’'operatore ff.

Linearita e continuitd dell’operatore 5

Per quel che rignarda 8, esso & lineare per definizione della somma fra

Munzioni, Le. (f +g){x) = fla) + glx). La continuitd si prova cosi

i |

gy
18F 1 g0,09 / |fi2a, --{:-.rf£=j flay — £)]de =
S i

1 i

vding
== ] |/ {EJllr.l'(f = ||-;Il"||f."f”|~2ﬂlz'

*l

il che prova che la norma |51 = 1.
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Linearita e definitiva compattezza dell’operatore T

Per gquanto riguarda la compattesza di T, essa deriva dal fatlo che & definito
tramite una convolngzione, o s1 applica il L7,

Siccome la composizione fra operatori continui e compatti di lnogo a
operatorl compattl, Poperatore ST'H ¢ compal Lo,

STH ( 2 ) (1) =
i

|
== TRl = .5*2/ K(Ep{0,w — £)de

K]
i
=z/ K (€150, 20, — u — £)dE
|
n
= / €1 ()P0, 2 — u — )t
S0

. Po Y — 26y —u) Y
Tdrl. ( q-” ) ._"”-_. - ( I.] -

( 2 [ € wi (£)p(0, 2ay —u— EJelé )
fl

Ora,

E guindi chiaro che

e i STH (po. da)
i (i [

E stato cosiprovato che Th;, & compalio, e di conseguenza, anche T, .

4.5 Irriducibilita del semigruppo

[nnanzituido bisogna fare aleune considerazioni rignardo ai dati iniziali p; ¢
-

Si supponga che gy 2 0, Le. che dogigalan) = O,

1% possibile che p(,t) = 0% > 0. l.e che la popolazione si estingua, visto
che won possone nascere cellule figlie?

O ancora, quali ipotesi renderebbero contraddittoria Vestinzione? 5i & sup-
posto che @ ¢ 7 non siano identicamente mualle, Tn particolare esistera un
intorne { C [(hay) incul 7= 0
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Sisupponga pi-, 61— 00 11 problema 3,17 diventa:

0= Fa,t) + Glat) = rlaplo.t)

%_ff—l{u, b+ f{[ﬂ,'ﬁ] = olaiplu,t) —rialgla,dl =0
p(0,8) = 2 [ (& )plg, t)dg =0

gil i) =10

pla ) = paian)

ala ) = golan)

e &l risolve fcihnenle:
ple, ) — 0

y gpla—3) < a
4 0 P a

gla.

Vale pertanto
) I:f'.'.rﬂ = q.;]:[a-“ g -"-]l s |'.] = (_,l[r!}'.r_] A .",}

fla el
T |:l'|'-|: t}fj{-’.-‘.[] + II.I I':| = () ¥¢ E 1]

Si csaminino i seguenti conti: essi non sone corretti, verranno fatte i segilo
delle considerazioni per “agginstarli™

[Jc:ﬁfu[rxull/

i

T(€)dE = / TIE +uglgplanids =

: [ qlag + & 57T1E + ag)df =10
s g e

Chie cosa o' che non va?
Sia I — e, {]: Vintegrazione deve comungue essere faita dentro il ervalle
[0,y ]|, per eud

I.ﬂ"' n'-"n o 01 i ]

i a0l
[er — aq. 1 — ag] T [0, a)]

cla el sl vicava,
R Yy

Hay

Per evitare lestinsione hisognerebbe imporre delle condizioni sul tasso 7 che
dipendone dal dalo iniziale g, ma gueslo non ha senso. Bisogna anporre
una ipotesi che riguardi il solo dato inizale. 81 sa che g < o), quindi basla
deciders che per guanto ci si avvicini a ap i sono comungue delle cellule che
da quicseenti diventano prolifiche, in termini mafematici:

il

Jey €0, ay LeVe €]0, 6] = ha [ TEVdE = 1

A
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E viceversa, & possibile supporre py 2 0 ¢ avere ggl-, ) = 0¥ = 07 Cib
aceade unicamente quando non nascono cellule figlie (se ne nascessera, una
parte di esse dovrebbe per forza diventare guiescente prima o poi, prrehe o
non ¢ identicamente nullo. Insomma gyi-, &) — 0 implica estinzione.
Chuesto si pud evitare forzando le cellule a dividersi per quanto vicine slano
all’'cth massima aq, Le. imponende la seguente condizione su g

L F

Jey )0, 0] Lee €0, ] s ha / pEIdE > D
Jag—e
Vi miessa anche una ipolesi sioe, oltre che sugli alerl tassi: essa swervirh pii
avanliz "
e 0| teVe €06 51 i ] alE)de =0
I

Cha &1 pud comineiare a disentere la ivridneibilith del semigrappo (7).
Senza perdita di generaliti si suppone che siano py 3 0 e go # 1) {la scelta
el temipo iniziale & arbilearia,

T duale di L9000 & lo spazio L0, ], e il prodouto di dualita e

{f.h = /Inl eilen) flen)edes
Ji
51 consider] allora
(o) € (154 x L% )4{(0,01)
e o si domanda se esista g = 0 tale per cui
{diolpo. qa), (0]} = 0
Si sviluppano i conti:

(T (pas gy (e a))y = (pl, 0,00 + ol 8l ) =

g ot

L -.&'l:?'r {'\.“i'l:.': "de‘ i II::" {.E’Ff‘fj’”'i'/ ] -.q('jt']p':'- 3:'}”{3: ']"EL'}}
S
(411)

A guesto punto la discussione viene spezzata in die rami; ¢ diverso da zern
oppure ¢ diverso da zero,

ol /

S0

L. ¢ # 0 Siccome (L5] & irriducibile, esiste ty tale che U o, ay = 0, da
cui factlmente

{Lhypal-) / Uiy slr(-)ql- s))ds, -]
S

+{Vingo [ Vig -slo()p(, s)lds ()} =
S

1o
> (Usapnls) + [ U—slr{ dgl- s1hds, (1) 2 (Lgpol) @0} > 0
S0
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{
J{E) = (Upgl-} A /Ur_,‘[j-l:-:l:;[-,,-?;'I}ri.q,t.:'al_rr']}-l-
J
.

+{Vio + / Viesla{dpl( shids, 0]} 2
Ju

i
EmwlfmstNﬁW&ﬂﬂE
1

= {/.F-’}_,,{J{-}p(-._,es:l:m'f.-a:-i.-';[-]} =
R

“E=r1 g=1 .

= [ T wle [ vidoteinte. s
Je :

-£=1) =l ol Lo
= / ‘."”:E:' / rJ'IZ{ T+ SJ;’.J[;E — {4 .'5._,-T:Ie_‘._ leii o |'1""d1"r'|':.‘if|i:£ =
. Ja=l

E=0
(grazic alla 4.4)
= 5= e
B ] (€ / GE —t+ &)pls — L4 5,800 6 e TR e
1 Jozio
perché afa) = U fuori di [0, 6. a{f — ¢+ a) pud essere diverso da zero
perE—il4srll=a>l-=%
Chra,

; fmim
PIE— b+ a5 = Uspolf — t+5) = Upgpo{0)e™ 4

e e

[5Gl o)

= Lr.'.;l-'lf_l |:£__: [

= [ pyle vede T e w))
. b 3 - " ) 2 = F,L_':_s.'.'.tﬂu."l | ol ) edin
Jit = W) gl —t+ )0 palfle iy o st
] dbig
X[—'_ _|.: t+a I_I:'w]dwd."fdtg _

YL {
= [ wtotmie) [ ate =1+
S0 S

b

(AT (e =il
s dE Rl T O e

Serviranno aleune minoragioni:

rh—tter e, AN A LN = v
il Cpeladbarw - riw) e _ [’.-IE\ PRSI i = (il “

ol
iogs _|_,;_.-. 4

Tlwdhe
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ANALISI DEL MODELLO CON PARAMETRI COSTANTI 63

£ £
— | criadel o~ — [ Tl e
Je = i

¢
TlE— L+ a)da= [ aiuldw = 05 € 0,aq]
40

per ipadesis Insommna

ity e
J{t) = / W€ Tpal€e fo Theidu [ ol — | + s)dsdf =
Ju Jimg

o

Qs S £ _
=Jt 3_“] -1..-';[{_”.-4",",._;:}||l:cf_‘_lc:_--IITT"""']“*"' / e i bl
I i
Fasendo (L5 wriducibile, per qualehe i = o,
flflljl =10

il che conclude la prova salla ircidueibilics di (L7 ).

4.6 Analisi del modello con parametri costanti

Viene ora portala una breve analisi del modello soblo Fipotesi chie i para et
(. o e 7 siano costanti, o questo caso si riesce ad esplicitare il parametro
oli Malthus,

1 risalvente si caleola esplicitamente, dalla formula 4.1, e risulta

s e

R < S .
!J'.'_“J In & [Ahru—aito =sini o ldsdn
| = [ m—AFatain

i

o (Aol F

.r.."l I e L
paal(2 )= |+ e Syt _
. 4
[eerid=rHaelgla)de
ks o plalis o Ay
) \;Atju o LA e e | _.r-j;[ o [A - el .11)[?5]{!*.
= L T -

i CX o Y e
fu e A HTHA— S al s

per Re(A) = (-p—olAfp—u

) &

Y R Ize_.J_FL 17 pls)dse S0 LT L=l s s
i@ (AT .“.G—-"]rlllij,':I{L".n

[ seima della norma di ora;

= Tite—n

|I|R[}L,.r-il] ( 1; j H‘L <

20 ]"Y' 1 1 | /'m _
mlaals| — e — alids
0 pla)e ||,1+,u—ra| A+t el |y plalds

| | o o
| — qlelds
|A+ 7] o

-
-,
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24 1

e R P S
|A | — |A+ 7|

GOl

Re(M = (u+a)l.A#zpg—o

E,U.-I-'I_ [
h—a—pll A |-T|J

= tnax

Cluindi. per

B[ Al & un aperatore lineare e continuo.
g — o & oun pole di ordine une del risolvenle, pertanto & un antovalore di
moltepliciti algebrica uno, quindi il miglior candidato ad essere il purametrn
di Malihus,
Si Tia quindi che 1o spetiro di A contiene un autovalore jo— o, e il resto dello
spettro @ incluso nel semipiano {Re(z) < max —{p— ), 7]}

In conclusione, se p — o > —7 (& gid ovvio che g 0 > —p o SRV
sicuramente crescila esponenziale asinerona, perché si applica il teorema
2.4, v il paramelro di Malthus ¢ allora

)'.u = b — T

Se g > o la popolazgione “esplode”, se g = o cssa rimane costanle, e sc
po= o la popolagione siestingue.



Capitolo 5

UN MODELLO DI
POPOLAZIONE PER
ANIMALI INFETTATI DA
MACROPARASSITI

5.1 Descrizione del modello

Siintende analizzare un modello relalivo ad animali infettati da macroparas-
giti. Omni individio pud portare su di sé un certo numero @ di parassiti, dove
§fonn intero non negativo,

Sipone pila, 1) il numero di animali aventi eth compresa fra o ¢ o +da al tem-
po e aventi un mamero di parassitl pari ae In guesto modo la popolazione

totale & _
=400 e

N{t) = E / ikl s, Blels

o Y0
¢ 1 parassiti gono in totale
1= | 4o
Pty = E ':‘[ THENATIEN
=1 LY

51 introducono 1 tass di natalith e mortalita & e .
=1 suppone che 3 albia questa forma:

Sph = 9N ) ol

dove 1 & una funzione tale che (0) = 1, o' < 0 e limy_, oo ¥] =1 La
fertilita quindi cala al crescere della popolazione, e varia a seconda dell’eti,
ma non & influenzata dal nnmero di parassiti che Panimale porta su di sé.
Si intraduee una mortalild agoiuntiva o > (0 per ognl parassila in carico.

G
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Viene intradotto anche un tasso di mortalith dei parassicl, 0, anch’esso una
costanle reale positiva,

I infine si introduce i1 tasso di infezione (1), che funziona, in gnesto moedo:
(i) le, ) dice quanti animali aventi al lempo £ hanno ela comproesa [ra. o
e a | da o i parassiti acquisiscono un nlleriore parassila nel tempo di i
suppone che o abbia guesta formea:

v hP()
it = —————.
: o+ N
Che cosa, la, ginstifiea?
Se L) & il numero di Tarve al tempo £, 81 suppone che i1 loro numero sia,
sol loposto a gquesta dinamica:

L1} = hP(t) —dL{f) — ALIAIN(2)

dove b & il tasso o produzione delle nova del parassili, § @ il tasso di mortalisd,
delle larve ¢ @ & il tasso a cul le larve vengono ingerite dagli animali. Se sl
suppone che tutte le larve ingerite dagh animali diventino parassili si hia

L) = lt).
S inollre si suppone in virkd della scala dei tempi che i1 numern totale (i
larve sia costate
(= hP{t) — SL{L} — OL{ON(t)

cda cul )
; Fd?( 8}
Ir_,,:” = i, I
b+ ANt
& infine -
P fif{t)

AON( TN

1I.'_:Ii!’,:| — I'I.J'I

Bt
e+ Nt}

5.2  Derivazione del modello

Il modells i pud derivare con conli analoghi a quelli fatel per il modello
cellulare,
Chianto wale

R
/ pla,t + heda?
T

[ mimero degli animali sani aventi al wempo £ & et minore o uguale di oA
& pari al munero di animali che avevano al tempo £ eld minore o ugnale di a,
meno gli auimali che sono morti nel frattempo, meno gli animali che vengono
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infeliati, pit oli animali il cui unico parassita scompare, pit gl animali che
sono nati (gli animali naseono Wbt sand, Le, non o brasmissione verticale
della malattial, in termini matematici:

st | i i—=h pR=n-+f u )
] pota, b4+ hlda = / pola, tda — / / pelalpnla, b4 £)dadt—
=0 Ja=0

i =il

=t pia=att ) )
[ ettt iydad
Ji=0 a=0

e - ~ e o - ‘ —':-T =
+ / [ ap(a, b —#dadi + / / N (-t G () ZJ pilo,t ot
S Ja=D S0 =T

menire per i = 0 vale

b
[ pila, b+ hdi =
S

i =i ra=a—i
-_-] pit, fdi [ [ [pa(a) 4+ e(t) + ilee + a)|pili, £+ Odadi|
di=0 Ja=0

fi =il

S =h '|]—|:r-|-lT 2 = nf =} A= T = _
+ / / al{i+1)pi 1 la, b+t dadt— ] i Dpy— (@, tht)dacdt.,
i=0n Ja=n a—l

Drerivando rispello a fo sl ocliene

- 'iijl-"l‘ ) e | _ =
pola+ i i+ + [ —[a,t+ hida = — / INEAE @?[#:']p|:{&, b+ i+
S

T
s 3 J= +_:x'~

Tl / T |:r:,'.: L+ h.] e - / '-!I;'I.’ [""'r'-':'lf. + I'-I':I _]_.'.'JID |:1'-I_] 2‘ p.? [{1._ t + l"l'-l:lfli:l‘:l'-
i a g=(]

i ponendo b= [ &l Arriva a

LR
pola.t) + [ Ul S8 =
1 O

(1% 1}
- [ [1(a) + e(t)|polda, t + dit + o [ pyla, tidat
bl wll

i=+ma

i
5 f BN Gla) Y pila.t)da

4 J=
v oper o= (1 5 ha infine

i=oo

I e _—

nyll), 1) :1_.-';[}-'\-'-&}-]/ dalal > pylat)da,
Ju -
4=0
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Drerivando vispetto ad o

U Elj I f J ! \ i
tf_'};l : ;.',J = —[pla) +wla)lpola, t) 4 ap (a, ).

Per 1 restanti ¢ = 00 condi sono analoghi, ¢ danno

) ) wlf d,l'? ) o
pela+fe b4 0y + S f gt 4+ R =
A0 il

H e ()
= j [pia) + () + il + a)|pali, b+ hjda+
=i
i) v |
+ale — I‘J] Pi—pla,t + hldat + / witipioy (a, ¢+ fdi.
il Sl

IPer h =)

=i

: o ; ; e
Pl ) A ] %[E:._ i el —j [pala) + @lt) +ila + o) pyla. t)da+
]

"ok i
Farie 1]/ i1 s n’.]:.'!r.-.n’.+/ it fa, Lda.
il S

Ponendo o = 0 s ha,
el ) = 0,

Dievivando vispetlo ad o st ottiens

s g _ ; i
L:;x._ 1+ % = —[pefa) + @lt) —ilee =) piln, t)+
+oli+ Upigae ) 4 eltip a0
pspressione che vale per ¢ = 0 purché si ponga -y = [,

506 fnsomma seritte il segnente modello

D3 1)+ r—L’F'{a.ﬂ = —[ula) —lt) +ilex + o)p{a, £+

i

~ali+ Upeer(a, 8] 4 it e, 1) iz0

pol0,) = B(N () [ Fuld) Y3320 ™ pyla.thda (5.

mith ) =0 i
iz

pifa, ) = ki)
1Yora innangi s1 assumeri per semplicita,
itlin) = p costante reale posiliva
Hola) = 3 costante reale positiva

il pone b= G
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5.3 Impostazione del problema di Cauchy astratto

[ mcelello sericto in formea di probilema di Cancly astrabio & 0l segnente:

p(t) = Gpit] (5.2)
p(0) = p" o

dlove
i=toe
X P=(Pi)jes-th € L0, 2), E |;uﬂaj|ufu <
_-_|| il
spazio di Banach con la normea
B o]
11| =] i) |der + E ?[ Iy (e el
a =t
Loperatore non lineare che descrive il problema, &

[Gplila) = —pile) — [p+olp) +ilo b o)lpile) +ali+ Lpga la) +p(plp (a)

col N
o h Tm’ ' J'IJ”X oLl eden
P Y S plalda”

(& un operators non lineare che si vuole esprimere in questa forma:
G=Af+ H|+ F
dove A & la chinanra dell'operatore lineare definito da
Aplila) = —piin) — p—ile—ollmie) - [+ Lepla)
con dominio
DA ={pe X,m 2 Whi{[0.ool),p(0) = Di 2 0,3V te. =04 > N},
MEntre

Yoy 4 jr] plaieda

'_plllﬂu

L+Lr, J[u pilalda
Ry 'r]r“ plrr.rfrl

- \ﬂ”_ o plalda

[Felola) =

:FF’]:L':“J ———[p; (i) —pila |]

definita dove il denominatore non si anmalla, e sudpe X, et Jlu pilalds
(1}, e infine

a5 i [
[Hplgia) = —b {Z] pI.I:.-*_:':l-!'i."i“ (}_:[ j'}l.{;':lfi'j..‘_i) gt
Lo 9 I N0
[Flpla) =04 = (.
Poiché il problema di Cauchy 5.2 ha csistenza ed unicitd di soluzione e dipen-

denza continua dal dato iniziale per un opportuno insieme di dati iniziali
(vedi [6]), ad esso resta associato un semigruppo non lineare (T}, =t
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5.4 Punti di equilibrio
Un punto di equilibrio per
Pty = A[l = Hlp(t) + Fp(t)

Eounpt e X otale che

3 i
pt=e"pt o A [ A ptds + [ e Fpds
Jn Jo

il che equivale a
pt+ Hp* £ D{A)
Al + Hlp® + Fp* =0

(si veda 6], pagina 27},
Sia [ (p*) la derivata di Fréchel di H inp*, Le. Poperatore lineave ¢ conlinuo
di X in X fio.
gy — Hip™) — B )p—pll _
Jim 5 -
e idem per FY{p7).
Ora By = Al + H'(p*)] + F{p*) & un operatore lineare che genera un
semigruppo fortemente cont i, E vero di piti: &' & la derivata di Fréches
di f)in gt e

f_"'H.‘-” Tfr {_pt ,|

nel senso che

| Tp = Typ" — P (p— )] G
d]l])flp‘l P =0 W=l

5.5 Una soluzione stazionaria

Se esiste K lale che oK) = £, Le. se p < 3 per le proprieti di 4, allora

una soluzione stazionaria del problema 5.1 relativa a = 0 & data da:
pla) [_Iu..h’ea e ¢ 4 |
Lo ai verifica facilmente:
alia) = —ptKe ¥ = — i [ |
LAY, e = —ppyl)

ol = pK = (K )5K
Si, percheé (K ‘%
K& la capacitd porlante {in assenza di parassili non o' crescita esponen-
zinle),
Quesla soluzione & detta “equilibrio senza parassiti®.
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5.6 Linearizzazione intorno all’equilibrio senza paras-
siti
Il casa che verrd preso in esame ¢ quello inocui p™ = 5.

Chai 1T () = H e If’l_';r_:':l = F' si caleolano esplicitamente.
Sia 13 = Al + H| + F. 81 verifies in [6] che

: T oo
[Hulla) = (—EJZ/ ingl 8 )is expl -ua],{h(}._...j {h.3)
i=0 v

dove ¢~ (F{KIK - b K]).
H e Bi X
P,

e o +c

[F-..l_.g.][][r}.] _:Ir-".'llljjl::_(‘l':l = 7 Z ] wila)dapexpl—pa) (5.4}
£

[f;"-.-r];[u] =) peri = 2.
Lioperatore B pud ora essere seritto come la matrice inlinita
Ban  Bay B
I 0 By By
] 0 e
dove

Bugola) — —qyla) — pgula)
: ; : f_f i ()
Bimia) = —qyia) — |p+o+ o qla) + r;u L2 qrlstds
S

[Bslila) = —gilu) — [+ il + .:'J';'I:rﬁllrlj it + gy (a)

con domini
o

fDI::Buu:I = {{jl] B L‘T‘H'I{m, —.'_X.‘._-:I._q.jI:[J:' = f.-:j q;ﬂ:ﬁ}dﬁ}

(A]
DB = 1g € W0, +ec]), g (0) = 0}
Dl:”é!:l {";' = l:r;"!':f."':'}i}fﬁe{z'!: e H’I‘I':.[I-} +'-Xﬂ|1fhlru1] == EI'

aneora

! hi i ; . :
By la) = — I{;A/ qrisldse ™+ oy o)
) hK SR |[ il 2 hels
Bl]'qu:”-:: e j{ - IIH- He
hi il gile)ds it
BJE{?(”] Z) I.IIF{ _qf-l ; '“.i_:—;n.’.‘ o 25[{2(!’1].
t—-—

Lo studio degli spetiri degli elementi sulla diagonale dard indicazioni su
comme & fallo o spettro dell’operatore B,
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Capitolo 6

A.E.G. NEL MODELLO
LINEARIZZATO

Si vunle provare la crescita esponenziale asincrona in questo modello utilie-
zando il teorema fondamentale nella forma debole, e, andando a soddistare
ler ipotesi del teorema 2.4,

6.1 Risolvente di By
Lioperatore Mog & cosi definito:

Boggnln) = —galn) — paole)
Col

Do) = {qn e WD, +oel), ga (D) = f?] t.n.u;j'-”i.q} .
]

51 vuole caleolare esplicitamente R[5, By, Lo supporre b € pl Byl ¢ vedere
guali condizioni necessarie valgono,
Siars L.

[Boo — Alguie] = ria)

—guta) — (A + plyole) —rie) =0
s [ PR
gpla) = —[x + plepla) - r{a)
da cud, integrando,
9 L -
{.Ill..l[”:l ) I,J,r_ll.'”]r_ CAbln ] E—[.K—,u_l[.t "'Ii"'liri]rl"h'.
[l
Siccome gy deve apparteners & DS, 51 deve avere che

o " i LA H R o Tl ek R e 5
golal — C / quis)decT TR _/ ¢ WHETEra)ds.
| S

s
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ix N . . . i i E o T . :
&1 pub serivere una formulazione esplicita per [0 qola)da, integrando:

o o S ) o i . y )
f gulslds = (2 [ qol<)ds ] pTIATINE gy [ [ et lie Sl dada
o Jo 1] S0 AN

s it I fta 1} & et 4] ) . §
/ r;g[,a'jlfi-‘l = {f f fJ'II':ﬁ::'ff:t" _[ ] .::_'“I""""J”n"" I'“’SI'IZS}GIIHJ:.* ..
Y ] A Ho =0 et

- & | = | e R | Dl
Ii?j il e)ds - / AR ) g VR gy =
0 i )ll'l + ||'.'- A r\'l ‘l" ﬂl:

I:,‘ i 1 =G
= — ] iplalids - = j rlalds
Aty L “

dla ol st ricas

conti che hanno sense so Beld) > —w A # 0 .
Ouindi gy deve necessariamente essere

] rislds " B e
f_lr[][l'.l] e _Jrl']—“'l.ll t'_i_[}'+'“'u _ & L.’--l—.!,:.ll._l'l.—.ﬁ_ln_lrl[Bjrfs‘
A C—p i

T

E facile verilicare che ¥r © L' ¢ per Re(A) = A # C
definita soddisla

— Lo gola) cosi

[Bog — Aln) = rial.
Una stima della novma Ji gn porta o dine che
1 [

(B — A) il < el : +1
I B ) J”—”'r”|,".,-|-,u.!.! A — (C — u)

e onindi che
o(Buo) € {Relz) < —up L {0 - p}.
Che cosa succede per A < —p?
[Bon — Agoiat =10

—f.ff-,'if-'-]' — A ,u]q.;]l:u] [



6.1, RISOLVENTE DN By 75
Itesrando deve essere
iqalie} = aquill] e-Ame — @ jw golsldse TR
f
Ora. deve valere lm, oo guiae) = 0, per cul

ale o I
lirn (.-_.-/ ol sl (At — )
’ S

23 |

[A4 e

i siccome —(A + o] = 0 s ha e © = 1, per eul deve per forza essere

€ [, yalsids = 0, il che implica
golal = (0.

Quindi | Byg — A] & indettiva. Cid prova che non possono esservi antovalor
all'infuori di ©' — g

€ — @ &oun polo di ordine uno del risolvenle, & pertanto, se esso sla
alla destra di —pe, @ certamente un autovalore con molteplicith algebrica e
aeometrica pari a une, come s reava da 1.53. 11 sue antospazio i pui
caleolare espliciiamente:

g = Itlf-‘ f i

~ghlal — pgala) = Cgala) — paula)
gulo) = —Chola)
che integrato i B
goln) = Ke " B L,
i effetti:
e o |
[ Be %a = B— < +00
S {":
e et . 1
/ qiiade = B{(-C)==—-E < o
I::. E/

i infine
o
W) =F =0 [ misds
L |
Quindi autospazio esplicitamente caleolatn &
1Eexp(—Ca), 7 € 2},
[n definitiva,
’?pl:H-ﬁf]] s tc ,[i"

nel senso che g, = {€'— u} se € >0, mentre se O < 0sihache C—p < —p
e quindi €' — g non & pid un antovalore, essendo Mgg — (07 — ) indettivo,

Il restante speliro @ contenuto nel semipiano { Re(z) < —ph.
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6.2 Risolvente di /3,
Clome 816 detto

; T <re 7 G i -
Boigila) = —gla) - p+o+alglel T / i e ol
' £ Al

-+

e hin dominio
DBy ) = g e WhD,0e) 1 p(0) = D}

Sia A un numern complesso, e sia v ¢ L0, o). 51 cerca g € DB ) tale
ch
[Bi — Ag =T

ay . i 2m =1 i
' intento ¢ serivere esplicitamente B[A, By | = [Bu — A7 e vedere per quali
A esso boun operatore lineare e limitate, e per quali no.

(B — Mg [a) =ria)
il
. _ K _ gy
—tt (o) — A4 p 4o +afg o) + ——pe™ (i dw = i)
’ o4 R i
e end
]
g} = =X+ p+a—ealgla) + ——Zpe™™ [ g (wldw — ria)
e S
Integrando (81 usa la formula di variszione delle costanti) si ottiene

hK
gl B

"™ e
0 I:ti} = ¢ [D}If ] eeto e | ] e e e L L T ] Cji'i"'”]'rh""'
1] L

L
- [ etomermietran,
a
Orran, siceorne o) deve appartenere al dominio di By, g (0] = 0, da cui

fu 7 /'” o [Atptotaiio—ul - ps g /IIYIUH:I"\“JI'IE'
||- - r! 1 |"' 4
e G [ Ju

(]
[ (.:_ul_-.-f_r; e '-"-”'“_“'f'lz.-ji:lﬁi"..ﬁ.
S0

Si pudr ricavare una formulazione di |7 g (wjdu in funzione di v, integrando:

TR . .‘II.I{ T— T TET Faon o a5 =0
/ iy (el = — ,rr[ / g irtatatTie—sl g “"rﬁ.qu/ i (e Vel
Ji e+ K" Joso Je=o S

i §—i . B )
- - / [ r-_—nl."-.--.u foe -'.|_II_-!-'—.1__|?,II:'I‘:‘_::Ilili:;f”_ll:lIJII -
doa=0  Sa=l

mia) =



6.2. RISOLVENTE DI I3, T

.‘J.K S HA i | ‘ 4 o0
K M_/‘ / P ekl Lor T G et [ g du—
£ a=0 Ja—=s S
Bng

1 e L= i y
/ / g A Mi'frv(.-'ll.ldﬂt_ll__. —fu-fek | o .-a.l,xl:_ﬁ.::,d; o
g=l)  SA=g

= Ak F /IQL TR ETm [10{ = gAMb atatain, —nk gy
oKy el A tptoato

I 1 L .

s / a [)g—“—n+:r_..-|ﬂ|l)x [T I'”"s]"[.‘.n'}l:fﬁ
=0 Aatp-ato

h o 1 | 1 s
- [ e — — / rlelds =
r_'+ﬁjl-] i fw) 'iJ-.-l-.u.—i—n-I-:J',rr A—ptato Joy '

{che ha senso scrivere per fe{X) = —[p— o +al)

hi /""" fieE 1 l j"‘_"’r' (el
= FARETEEETT - vl a]ids.
PR C i Lt oet+a Aot adi—p o

Cira,
X [ Ty 1 1 e
[ qulalda x |1 - —-I R e / i,
Ji - | i L T TR o e ol Atptatolf; &3
[ - a1 {ulda 1 g j'r]x el elin
)= ———pp
= = i lu—lu Abpteada

1 20
= i x p— / rinda
A+ e —ptato) Ju

cosa che si pud scrivere per A # r“l‘% —{pta+a)=r

E:I}SOII]HLI:IL, e necessa riamente cssere

! hK e [ T P g
fgrla) = ——p rlalos———iss AP g T e
v ot K 4 L7 lf_lu.—l—ct'-i-r:l},j

&
] pidti—atmiloSinl g,
1

E chiaro che g apparticne a D03 ).
E facile '-r'E!['-I.rIII"-.‘-].I'(’ che per Re(A) > —(pt a+a) A # J_'_—“;i (o — e+ ) 8l
ha (B —Aq =

Si ha quindi che il risolvenle ha gquesta formulasione:

hiv B3y 1
RIA, Bifr(a) = *__f,_f i . S
o 1 — A |'II_;'; — L + o o)

v /.v ._’_"'5‘_'“”'5]':“ ;-]ﬂ_.w.db. e / " [A—p ""-"-""'”":'[”_"m"er}r]'f.*i.
2
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Una stima della sua norma da:
._|"f!| - }‘] Ll <

T TR — | Lo
|- —— | - T —— o k
- [A =i+ o+ o] [r‘. I K | = A4 H—{prata)] M

5 cosi provato che o(B11) C {Re(z) < — (p+a+o)} UL

S — (p ot )
Dalla formmla che da, il risolvente si vede che ':.:'- {pp—er+a) & un polo di

ordine uno, e pertanto un antovalore di moliepliciti algebrica e geometrica
une, I suo autospazio & caleolato esplicitamente in 6] ¢ risulta

hly
her[ 3 — {_._:_ i

= ¢ B L i ; el UL Ry Contl P RS S 3
e+ K Jy o

s i |lI s ¢
lnsomima lo spetiro di ) certamente contiene un antovalore == —(fi+
o+ i) il restante spettro sta nel semipiano Re(z) < —(p + o + .

(e o+ o]

. . ryee
F(Bn ) C{Re(z) < —(p ot a)} '-J{f. g2 T u-+e?]}

g qome [ OWE . _ ;
apl i) ¢ —m TR o

Menlre —ijpp+a — o) & cortamente negativa, ff}{ — (gt + e+ or) mom i sa che

seana abbia, ma i due punli sono eertamente distinti, essendo % =
6.3 Inclusioni di spettri
51 viol provare che

o(B) Ca{ ) Ua{Bn ) JalBba)
o, edvalentemente, che

ACplBo) Tpl B npl8y) = A e pll?).

Cit vuol dire che )

W = (fe L e Bl st
s AE pl Mool N pl{ By ) Mo By) allora

Sl = (uy,ur,0) € DAY

tale che
H—Nu= 1
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Altrimenti seribio

{ By — A Hy B g
|5 — Au= 0 fy-% Bp W, |=
0 0 Ba—A i
[ Bagug — Aug + Byyus + Dot Ja
= |8~ XNu= | DByw — Mg+ Bl =1 Jfx
| Bait— M I

0 ATLEO
Bupug — Aitg -+ By + Byou
Dy — Awy - Brei = [
Byii — Mt = f

Dall nltima equazione si attlene W, cosi
it = RN [

visto che A € p{Ba).
La seconda diventa oras

Bll'l'.l'-l — ki = f; == II?]_E'-;.

che ha soluzione

| = .f‘:’}; B|'_]_{_|r_ = Hwﬂ.]l

vislo che A ata uel risolvenle di By,
Ancora
.Irfljl:l'l'll:l = }L'U.rj = .f';l == HE;‘”]. == Irjk]'zT-J.

b solusinne
wg = 1A Boal(fo — Buiwg — Bygit)

poiché A © ol Bl

Cid che & cosi stato provato & che, se la soluzione esiste, essa O unica, ©
la si pud serivere tramite 1 risolventd di By, By Ba. Cio che rimane da
proware & che

appartiene a D13},
A fal fne verrannn un po’ ecatmbiate le nolasiond,
Lo spasio X viene scritto come sommma diretta di spazi L0, 00), in questo
INVESTR LY
X )'L-;] e .‘{| 3k };g o
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dove ogni X, LY. La notazione uw = (ug, ) signilicherd che iy =
(g, w2, .1 Pertanto; @ = (n:, 1), Per evitare i mellere tanti segni
sopra, le lettere si seriverh B = AT+ H| + M.

h’( i ) = A[I + H] ( o j + I ( - ) =
T iy B

[ ﬂ.u[‘!.&[] - Hyuip + Iflﬂll + i |

| Aigy |

com questi significati: By & Videntith di Xg in Xg, £ @ Pidentith i X B X0
1L 8 stesso,

Ag s DiAG) — Xi
G — =iy = D

COnl

D(Ag) = {g0 € Ko 1 gal0) = 0}
Hy o Xg — Xy
S
i —3 — e ""”"] fol s )eds
0

rerlere

Hi X OXeTooo — Ay

00 e
) . - X
g —r=ife A ] i eds.
~ Jo
i—1

Tnfine
o X Xes . — Ny
ik 2, e
Wy by ———— e M i [ el lids
| o hl[ Zl I ?( i
o
i

FMaoX oX:D.. — X

i hE e
i) — r ﬁ,,u.rf Z.‘-: /

=1 0

g s el

Clon queste notaziond risulta

Ot che si sanle provare & che

E = J’J[-fIIILI'F ”.J:I-, 7 lrf[--"-"_:m.I =% A E .I'-J'rB:I
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stante che Mg Aolfg + Hy) e X € p(Bplroplfls) = A & plAq).
Cluestullima & chiara: da come sono state seritle ) e o nell'cguazione

|__|rj e ,1'L_: I::'i'_.'.r_:.1 T, i | == {-'!_'“‘I ™, _I:;:I

gese appartengonn tispettivamente ai domind di By ¢ By, vale cioe w; ©
WL, 4] per i = 0 ¢ wlD) = 0 (sempre per i > 0}, il che equivale a
dire che @) = (uy, 4] appartiene a T4

- ‘ . . T
Ora, preso un qualunogue v € LD, o), si cerea Pinnico ( : ) tale che

wn(2)-(3)

' £ " foagn a £ —|
Siceome si ¢ eeelto di usare come definizione di operatore risolvente [B — A]
invece che [A — B L alla line bisognerd, cambiare i segno all'n trovato
perché sia u = R[A, Blu.

Mg — .4(][‘“” - Hyug + ﬂ-|ﬂ-|] — il =y
AR — AT =y

Si e allora
o = [A— A7 g (6.1

FPonenda |
AN =+ j'b':}l = _-'"l|:|_ .-'|':'| = 1wy

sl pud seriverce
Al — A[:!_I'.'.nj] | Hpae + .”_-'Hl- g

Stante 6.1
)'.'U.L'] = ;"1i|||-[.|r -+ HE:I'H..:. -+ U | H(]J:.I T ﬂ-r_ﬂ_.' HI'I}L = _11.|] 'I"n'..ill = i

avendo anche moltiplicato per (I+ Hg)(f + Hy) L= 7 un termine. Aggiun-
vendoe e togliendo T stessa quantita

Mg — (T4 Hp) H (A — A 78] — Ap[(T + Houo+
LU+ B (T + Hyy M H (v —=A)7 8] = wg— AT+ Hy) T H (X — A7 5
Haccoglicnda

[A — Aol + Ho)limg + (£ + Hy) "HiA— A ] =

=g+ AT+ )7 HyA - Ay 6

I¥a questo si serive

ug = [ — AT + Hy) " ws + AU + Hy) S {3 — A 7
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(2 Hy) "Hi(A—A) 78
Ora =1 pud serivere
w04+ v + 10y =
[A—Ap(l — Ho)| ug + AT + Ho) "L () — A )
(T =y LI A = AT B+ H{[h =g (F =+ )1~ Prog+
FAH HE) T HU - A ] = 4 ) T L — At + Hay
= I+ Hyjh — AlT + Hod |7 g + AT+ Hy)  H{A— A7 ]
(FF HoWI+ H) 7 = A iy o Hiy =
=1 Hn“;\ AglF 4+ .Irfu._]]_l |20+
FAT+ Ho) VHU A —Ai) ] = Hilh—4) 78 + Hi =
T+ Hol[A — Aol + Hy)] Mo+
FAT 4 Ho) 7 H = A3 hiy ),
O,
[A— As{l+ o)™ g -+ AL+ Hy) U — AT E ] e DA + 1))
(6.2
poiché A appartiene a pi Ao (£ + Hyl), e infine 6.2 appartiene allova o D{Ag ).
chie era, cid che 81 voleva provare,

Itesta unultima leuns in quesla prova: bisogna fare vedere che effetti-
vamente | Hy ¢ invertibile di Xy in N, b quale che sia [ appartencnte
a L', esiste un unico gy apparlenente a L' tale che

(I = Halgo = fu.
Lo g1 esplicita:

LFp v
qola) — Ce™ ™ j gols)ds = folal
]

Okl = 1 +
/ qul&ids — ] aplslids ® — = [ folslds
A il Mg

{ g f el [l = ] = / Jols)ds

ol e 411

e vep s |
[&)ds = ala)ds x T
/J il s ) [J Jalalids 1-Cip

1 R
min) = fula] 4 - © g He / Folsids. {fhd]
T il

i

dla e

E ara facile verificare che
guiolll + Ha)f{n) = {1 + Hu)ld + f.lrt.:l_. fla) = fla)

dove gpia) & dato dalla 6.3, ed & quindi (7 + H._-.]_'_
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6.4 Conclusioni
Fir sl ora, 81 sanne queste cose:
e a({By) C {Re(z) < —p}U{C —p}

o o,{Bpp) = {0 — e} se O — pp > —p ovvero se C > 0, 0 Bl = [
o)

e } 7

e c-"—ﬁ S

e (B ) ClRelz) < —(p+o+olil JLPI+'[31 (p+ o+ o)}

W

P L (pp 4 et o) € oul By )

o=

o ai{fd;) T {felz) < ), come sioprova in )

L

- - -

o

e

o a{B) Co{Bulo(Bulo(B) S {flelz) < pjiC -;r-}L{ e — (o cr)}

o

| ‘ ?
T k L 3
—f E—i?_gmd-ﬁ-uj (_‘j}.x

(' sono gquindi delle buone indicazioni su dove andare a cercare gl autovalor
dell’operatore 7.

' TRavy

6.5 Elementi dello spettro di B

4 . Wi e S
51 vnole provare che € — g (per O > 0) e 25 — (0 | o + 0] appartengonn

allo spetiro di B, ¢ che essi sono antovalori di moleplicitd algebrica uno, cosi
vame lo sono per Bag o per 1.
8i suppone per il momento che S — (p oo b oa) sl diverso da © — g

oo e+ )

; . & hoy
erquivalente o dive che b T s

“oeche Mo — (pdata) > —p.
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6.5.1 C—peoyll)

Va provato che fer[B - (€ — p}] non ¢ ridotto a {0},
[B—{C—plg=0

[ 74,
By = (C— )i =0

s1 ha che = 0, poicheé € — gonon & un autovalore di e, dato che wy{Ba) <
—p < O =
Da

[B11 — (€ — pllg: + Biaf = By — (C—plg =0
wyp = U, poiché & — j nom & antovalore i By, in vieed delllipotesi per cni
Ll

L —(ptata) 20— p

[nifine, da
[Bow — (€ — phlgn + Bowgy + Baag = 0= Bao — (€ pl]an

s1 ha gy € ker[Boy — (€ — p)]-
51 vede cost che

ker[B — (0 — )] = {{Me ©4,0,0,..) , M e K}

8:5:2 2K —(ptato)€o(B)

e

Cid viene provato in (6], alle pagine 51 e H2.

6.5.3 Molteplicita algebrica di €'~ ji e di 2% —{(jp—a+0]

Provando che essi sono poli di ordine une del risolvente R:).._ B] si prova chie
essl hanno molteplicitd algebrica uno,

Si suppone sempre che O = 0, allinché € — o siaun antovalore, che O —
sla discinto da I_:f_‘—_‘f‘l‘:—(- —[p + e+ ayeche r'”}t —(p4at ) =

Il risolvente di B s1 pud serivere in funzione dei rigolventd di By, By oo O,
usando guanto visto al paragrafo 6.3 cosi:

| R Bogld fo — Dy R B[ — Braft A B’Jf]
— Dy fi A, ]

A = R B0 L — Bkt Bylf) (b4)

RM By f

Se A & una singolarita per 8 A, By oppure B[A, By oppure I2[A, g, allora
lor & anche per 1A, 8| perché non si poted caleolare BJA, 17, ]+
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Se A& un polo di ordine uno per B[A, By cio significn che A — AR[A o]
diventa regolare per A = A, come nel caso delle funzioni di variabile com-
plessn.

ARM. B|f =

12 Boo{A Sy — Bor B BullAf — BuhB Bulf — By ARIA, Bl [}
R Bil{Af: — BizAR[A, Ba|f)
MR[), Balf

si vede che A s AR|A, B| & regolare in & {perehé lo & AR[A, B2 e A <

min|f — i, I":‘_'r:k. (b - o]} gquindi A ¢ un polo di ordine uno anche per
A B

Similmente, essendo 85 — [ + e+ o) un polo di ordine uno per f|A, By
L e, O : PG 04 i 7 | l RINS 3 [ ¥ Ay s

allora serivendo
}'..RI-/IIIM B]vlr =
A, Bool{Afa — Ba AR, Bullfi — BiaRIA, Balf] — ABoa [, Ba|F}
AN By (fi — BieRIA By [}
AR, B f

sl vede che ora A = AR A B] & regolare in IA'L'_"}H. — g+ e oer), quindi
§.l.~i_.il_{ — {pp+ e+ ) & un polo di ovdine mo per R[A, B).

I infine, essendo O — poun polo di ovdine uno per B[A, Boo). allora, serivendo

AR, Blf =

}nff[/"-., Ii[uj]‘{.,lrlj — .Irjjl'” 'Hl.)"" 2 |“f'| B|2R.[}l., BJ]-'F] = BI_‘_]E-{%[}'..‘ ;;E_I,II-}
ARA B — BieBlA, Bl f}
RN, Bal f

o

con un ragionamento analogo si conclude che esso lo & per A, 5],
In defindtiva, O — g % — (i +ev + ) eazendo poli di ordine une per i
risolventi di Bog o B, essendo distinbi e maggiori di —g, esst lo sono anche

per KA, B], ¢ pertando essi hanno mollepliciva, algebrica pari a uno,

6.6 Crescita esponengziale asincrona nel modello
r.:l.tlr}x' : IZ'”_”I+
e O — g fae O = 0) siéin grado di individuare delle condizioni sudlicienti
aflinché ¢l sin A E.OL Hssa sl presenta quando O — podomina sleetlamente,

A seconda i come sono disposcl gli elementi dello spettro —pu,

o piadedo I"_‘T}‘ (o b | o) doming stretlamente, Le. nel seguenti casi:
j N R
o O — “;_""n— —(p—ata)lel —p>—pu
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i "y e b
ki (pteaete)>=l—pe 5

! i b | e ‘I - —
Y — (T Tl =

G1i allri easi sono da ritenersi casi particolar ¢ necessitano nnoe studie 4
e,
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