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Capitulo 1

Guia docente



| Guia Docente
34744 Matematicas Il
VNIVERSITATG D VALENCIA

FICHA IDENTIFICATIVA

Datos de la Asignhatura

Cédigo 34744
Nombre Matematicas |l
Ciclo Grado
Créditos ECTS 6.0

Curso académico 2012 - 2013

Titulacién(es)

Titulacién Centro Curso Periodo

1401 - Grado de Ingenieria Quimica ESCOLA TECNICA SUPERIOR 1 Segundo
D'ENGINYERIA cuatrimestre

Materias

Titulacién Materia Caracter

1401 - Grado de Ingenieria Quimica 1 - Matematicas Formacién Basica

Coordinaciéon

Nombre Departamento

MARTINEZ CARRACEDO, CELSO 255 - MATEMATICA APLICADA
PASTOR MURCIA, VICENTE JAVIER 255 - MATEMATICA APLICADA
SANZ ALIX, MIGUEL ANGEL 255 - MATEMATICA APLICADA

RESUMEN

Esta asignatura desarrolla los contenidos clésicos del Andlisis Matematico: Calculo diferencial e integral
en varias variables, ecuaciones diferenciales ordinarias, funciones de variable compleja, y series de
Fourier y transformadas de Fourier y de Laplace. Dirigida a estudiantes de ingenieria, con contenidos
seleccionados teniendo en cuenta las aplicaciones que se dan en las correspondientes asignaturas,
manteniendo un orden coherente en la presentacion y desarrollo de los distintos conceptos que se van
introduciendo.

CONOCIMIENTOS PREVIOS

Relacion con otras asignaturas de la misma titulacién
No se han especificado restricciones de matricula con otras asignaturas del plan de estudios.
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VNIVERSITATG D VALENCIA

Otros tipos de requisitos
Los contenidos de la asignatura Matematicas |, que se imparte en el primer cuatrimestre.

COMPETENCIAS

1401 - Grado de Ingenieria Quimica

- Conocimiento en materias béasicas y tecnolgicas, que les capacite para el aprendizaje de nuevos
métodos y teorias, y les dote de versatilidad para adaptarse a nuevas situaciones.

Capacidad de resolver problemas con iniciativa, toma de decisiones, creatividad, razonamiento
critico y de comunicar y transmitir conocimientos, habilidades y destrezas en el campo de la
Ingenieria Industrial.

Capacidad para la resolucién de los problemas matematicos que puedan plantearse en la ingenieria.
Aptitud para aplicar los conocimientos sobre: algebra lineal; geometria; geometria diferencial; calculo
diferencial e integral; ecuaciones diferenciales y en derivadas parciales; métodos numéricos;
algoritmica numérica; estadistica y optimizacion.

RESULTADOS DE APRENDIZAJE

Esta asignatura permite obtener los siguientes resultados del aprendizaje:

Tener comprension y dominio de los conceptos basicos en matematicas.

Resolver problemas de ingenieria aplicando conceptos matematicos avanzados.

Ser capaz de entender los formalismos mateméaticos que se puedan plantear en la ingenieria.
Estructurar la resolucion de problemas de la ingenieria de forma matematica.

Modelizar los fendmenos fisicos mediante herramientas matematicas.

Interpretar los resultados matematicos aplicados al mundo fisico.

Como complemento de los resultados anteriores, esta asignatura también permite adquirir las
siguientes destrezas y habilidades sociales:

Comprender el concepto de derivada parcial. Uso de la regla de la cadena para la derivacion de
funciones compuestas e implicitas.

Comprender el concepto de integral doble y triple y su relacion con el célculo de areas y volumenes.

Manejar los métodos elementales de resolucién de las ecuaciones diferenciales ordinarias y de
sistemas.

Comprender el concepto de serie y manejar algunos criterios de convergencia. Representacion de
algunas funciones de variable compleja en serie de potencias y entender el concepto de region de
convergencia.
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Representar funciones en el dominio de la frecuencia mediante series y transformadas de Fourier.

Exposicion correcta (oral o escrita) de cuestiones de contenido cientifico.
Razonamiento l6gico y capacidad critica.
Soltura para preguntar lo que no se entiende en la exposicion de un experto.

Descubrir conexiones con otras disciplinas de interés propio de cada estudiante.

DESCRIPCION DE CONTENIDOS

1. Calculo diferencial de funciones de varias variables.
Derivadas parciales, derivadas direccionales. Derivacion de funciones compuestas (regla de la cadena).
Derivacion implicita. Curvas y superficies.

Distribucion temporal: 5 h teoria, 3 h problemas, 2 h laboratorio.

2. Integraciéon multiple

Integrales de funciones de dos y de tres variables. Integracion por cambio de variables. Teoremas
fundamentales del célculo integral.

Distribucion temporal: 4 h teoria, 3 h problemas, 2 h laboratorio

3. Ecuaciones diferenciales ordinarias.

Ecuaciones de variables separables y homogéneas, ecuaciones lineales de primer orden y ecuaciones
diferenciales lineales de orden superior con coeficientes constantes. Sistemas de ecuaciones
diferenciales. Transformacion de Laplace. Aplicacion de la transformacion de Laplace a la resolucion de
ecuaciones diferenciales y de sistemas.

Distribucion temporal: 6 h teoria, 4 h problemas, 2 h laboratorio

4. Sucesiones y series. Funciones de variable compleja.

Sucesiones y series de numeros complejos. Criterios de convergencia de series. Funciones de variable
compleja. Series de potencias.

Distribucion temporal: 5h teoria, 4h problemas, 2 h laboratorio

5. Series y transformada de Fourier.

Series de Fourier: forma trigonométrica y forma compleja. Representacion en serie de Fourier de
funciones periédicas. Transformada de Fourier, propiedades y férmula de inversién.
Distribucion temporal: 5h teoria, 6 h problemas, 2 h laboratorio

34744 Matematicas Il 3
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VOLUMEN DE TRABAJO

’ Horas
ACTIVIDADES PRESENCIALES

Clases de teoria 30.0
Practicas en aula 20.0
Practicas en laboratorio 10.0
Total Actividades Presenciales 60.0

ACTIVIDADES NO PRESENCIALES
Estudio y trabajo auténomo 15.0
Preparacion de actividades de evaluacion 27.0
Preparacién de clases de teoria 15.0
Preparaciéon de clases practicas y de problemas 30.0
Total Actividades No Presenciales 87.0
TOTAL 147.0

METODOLOGIA DOCENTE

Esta basada en las siguientes estrategias:

a) Clases magistrales

b) Actividades interactivas: aprendizaje auténomo basado en problemas.
Actividades teéricas

Leccién magistral (grupo unico)

Actividades précticas

Resolucion de problemas (grupo Unico)

Laboratorios

Trabajo en el aula informaticas (cuatro subgrupos)

EVALUACION

La evaluacion se llevara a cabo mediante:
-Examen final con un peso del 50% sobre la nota final.

-Evaluacion continua: se valorara el trabajo continuo del alumno mediante la participacion activa en
clase, o entregando algunos problemas/trabajos indicados por el profesor, 0 mediante la realizacién de
controles periddicos. El peso de esta parte sera del 50%
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Si por algiin motivo, la evaluacion continua de un estudiante no se ha podido realizar completa,
su peso disminuird proporcionalmente, aumentando el peso del examen hasta un maximo del
70% para completar el 100% de la nota.

REFERENCIAS

Bésicas
- G. James . Mateméticas avanzadas para la ingenieria. Segunda Edicion. Pearson Education.
(2002) ISBN: 970-26-0209-2

- E. Kreyszig. Mateméticas avanzadas para la ingenieria. Limusa Wiley (2003) ISBN: 968-18-5310-5

- J.E. Marsden, A.J. Tromba. Calculo vectorial. Cuarta Edicién. Pearson Educacion (1998) ISBN: 968-
444-276-9

- M. Molero, A. Salvador, T. Menarguez, L. Garmendia. Analisis matematico para ingenieria. Pearson
Education. (2007) ISBN: 978-84-8322-346-8.

- J. Stewart. Calculo multivariable. Thomson Learning (2003) ISBN: 970-686-123-8

Complementarias

- G. L. Bradley y K. J. Smith, Célculo de varias variables. Vol. Il. Prentice Hall Iberia (1998) ISBN: 84-
89660-77-8.
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Teoria y problemas
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Capitulo 2

Tema 1: Calculo diferencial de
funciones de varias variables

2.1. Teoria: Conceptos basicos

R es el conjunto de los niimeros reales, o sea los nimeros racionales Q a los que se anaden todos
los limites de las sucesiones de Cauchy.

Ejemplo I1.1. La sucesion de Cauchy

m=0

estd toda formada por niumeros racionales pero converge a w, que es un numero real trascen-
dente, que no puede ser expresado como raiz de un polinomio con coeficientes enteros.

Se usa la siguiente notacion:

RY=RxRx:-xR=(z1,z,...,2N).

N veces

Los elementos de RY se llaman vectores N-dimensionales.
Ejemplo I1.2. (-1,-2,7) € R3, (—7,log(2)) € R%.
La suma entre vectores se define miembro a miembro:

T+y=(x1,22,....,2N8) + (Y1,Y2, ... yn) = (1 + Y1, 22 + Y2, ..., TN + YN) -
Ejemplo I1.3. (1,3,5,2) + (—-1,7,8,-3)=(1—-1,3+7,5+8,2—-3) = (0,10,13,—1).
La multiplicacion por escalares se define:

A= AN(x1,29,...,2N) = (Ax1, A\T2, ..., ATN) .
Ejemplo I1.4. 7 (1,3,5,2) = (7, 37, b7, 27).
El producto escalar entre dos vectores se define:
T-y=(z1,22,...,2N) - (Y1,Y2,-- -, YN) = T1Y1 + T2y2 + ... TNYN-

Ejemplo IL.5. (1,3,5,2)-(2,4,-1,-8) =2+ 12—-5—16 = —7.
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X+y,

Figura 2.1: Suma de vectores y desigualdad triangular: el vector £ 4 ¢ es mas corto que la suma
de los vectores Z y /.

El mddulo o norma de un vector en RY se define:

|Z|gy = VT -7 =/(21)2+ (22)2 + - + (zn)%

Ejemplo IL.6. Si ¥ = (1,3,5,2) € R, entonces su norma serd |Z|gy = V1+9+25+4 =
Vv 39.

Por definicién, la norma de un vector satisface las siguientes propiedades:
» |Z] > 0: la norma es no negativa,

» [Z] =04 2Z=(0,0,...,0): tener norma igual a cero es equivalente a ser el vector nulo;

IAZ] = |Al]];

|7+ 9] < |Z] + |y]: esta desigualdad es muy importante, se llama desigualdad triangular
y significa que para ir de un lugar a otro, el camino mas corto es ir directamente, y no
pasar por un un tercer punto, como se ve en la Figura [2.1

La distancia entre dos puntos de RY se define como

d(Z,9) = |7 — ?ﬂRn = |y - f|Rn :

Ejemplo I1.7. Si 7= (1,2,3) y ¥ = (4,5,6), entonces

d(z,9) = [(1,2,3) = (4,5,6)|gn = (=3, -3, =3)|gn = VI+ 9+ 9 =27 =3V3
= 1(4,5,6) — (1,2,3)|gn = (3,3,3)[gn = VO + 9+ 9 = V27 = 3V3.

Se define la bola abierta en RY de centro i y radio r como:
B, (39) = {7 € RN t.q. d(Z,5p) <1} .
La frontera 0B, () se llama circunferencia en R? y esfera en R3:

Co(z) = {T€R?tq. d(& i) =r},
Si(#) = {ZeR3tq d@ ) =r}.

oY O

Ejemplo I1.8. En R? la bola abierta es un disco, o circulo, sin circunferencia. como se ve en

la Figura[2.3

18



en dos dimensiones

x 0} i
ENs i
2 b i
3k i
-4 I I I I 1 1 1

4 3 2 1 0 1 2 3 4
X
en tres dimensiones
0
z 0;
9
-0.7

Figura 2.2: Suma de vectores y desigualdad triangular: el vector Z 4+ ¢ es mds corto que la suma
de los vectores ' y .

19



2.2. Teoria: Propiedades de los logaritmos

ESTA PARTE NO SE SI INCLUIRLA O NO.
El logaritmo en base a es la operacion inversa a la exponenciacién en base a:

y=a", x = log,(y), con a > 0.
Para los logaritmos son vélidas las siguientes propiedades:
= log, (b- c) =log,(b) +log,(c)
= log, (2) = log,(b) —log,(c)
= log, (b") = nlog,(b)
= log, (a) =

log, (N)

- logb (N) IOg (b)

(cambio de la base)
Usaremos como notacién In(z) = log,(z), que se llama logaritmo natural o logaritmo neperiano
de x.

2.3. Teoria: Definicion de funcion

Estamos interesados en funciones

f:A—>R™

donde A C RY se llama dominio de la funcién. Si N > 1, f se llama funcién de mailtiples
variables, si N = 1 funcién de una variable o variable real. Sim =1, f se llama funcién escalar
o real, si m > 1 funcién vectorial.

Ejemplo I1.9. f(z) = 22 es una funcién escalar de una variable, definida en todo R.
flx) = (:E2,$ + 1) es una funcion vectorial de una variable, definida en todo R.

f(x,y,2) = 22 + 4% + 2yz es una funcion escalar de tres variables, definida en todo R3.
flx,y) = (:1:2 + yQ,xcos(y)) es una funcion vectorial de dos variables, definida en todo R?.

El dominio de la funcién es el conjunto de puntos sobre los que la funcién puede ser evaluada.
En los anteriores ejemplos, el dominio era todo el espacio. En los siguientes ejemplos, A ;Cé RN,

Ejemplo I1.10. La funcion f(x) = \/xgﬁ no estd definida en el intervalo cerrado [—1,1],
porque el argumento de la raiz ha de ser positivo, entonces su dominio es A =]—oo, —1[U]1, +o0[.

Ejemplo I1.11. La funcion f(x,y) = i—fz no estd definida para v =y, que es una linea en R2.

Entonces, A =R?\ {(z,y) € R? t.qx =y} S R

La grdfica de una funcién f: R O A — R real de variable real es el siguiente conjunto:
Graf[f] = {(z, f(z)),x € A}.

La grdfica de una funcién f : R> D A — R real de dos variables es el siguiente conjunto:

Graf[f] = {(z,y, f(z,y)), (z,y) € A}.

Ejemplo I1.12. En la Figura[2.3 se ven pardbolas en una y dos dimensiones.
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en dos dimensiones

100 T T T
90 4
80 - 4
70 - 4
60 - 4
= 50 | i
40 4
30 - 4
20 4
10 4
L L L
10 -5 0 5
X
en tres dimensiones
COOON vy atggy
LR N
SRRty
NN SSSRCacoleatsmtitis//)]
L RRRIRERY H I
o[ N
140
120
100
80
60 -
40 |
20

Figura 2.3: Parédbola en una y dos dimensiones.
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Para funciones reales, se pueden trazar curvas de nivel en su dominio. Sea f : RN D A - R, la
curva de nivel K € R se define como

Ax ={FeAtq. f(@) =K} .

En el caso N = 3 se habla mas bien de superficie de nivel. En general, el conjunto Ax es una
hipersuperficie en RV,

2.4. Teoria: Limite de una funcién y continuidad

Sea f:RY D A — R™, yseaxp € A’ (un punto de acumulacién de A). Se define el limite como

limg .z f(Z) =€
{ def
Ve € Ry0,30 € Ryg t.q. [T — @y <6 = ‘f(f) - [‘Rm <&

Ejemplo I1.13. Vamos a verificar que lim,_ov2 = /2: por la definicién, eso es cierto
st podemos para cada € > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que si d(x,2) < 0, entonces

d(f(z),V2) <e:
)f—\@‘<s
—e<Vz—V2<e¢
0<—e+V2<Vr<e+V2
<—5+\/§>2<x< (5—1—\/5)2

—e2 e —2<ax<?+2V/2:+2
—e2 e —d<ax—2<e®+2V2
—52—2\/55—4<—<52+2\/§€) <z—2<e’+2V%.

Si la restriccion que —e + /2 > 0 estd satisfecha, entonces nuestro 6 = 2 + 2v/2¢.

.7 . — — / . 7 _ — .7
Una funcién se define continua en el punto 2y (2o € A') si limgz 7 = f(25). Una funcién se
define continua si es continua en todo punto interno de su dominio. Las siguientes propiedades
estan satisfechas:

= Si fRY D A — R™ es continua en un punto, entonces Af (-) también lo es, para cada
AeR

= Si f y g son continuas en x(, entonces f + g también lo es.

En el caso de funciones escalares, para las cuales la multiplicacion y la divisién estan definidas,
también tenemos que:

I

» Si f y g son continuas en g, y si g(2p) # 0, entonces g también lo es.

= Si f y g son continuas en Zj, entonces f - g también lo es.

22



A f(A) B

fog
RN Rm RP

Figura 2.4: Composicion de funciones

100
arabola /

T T T . )
tangente en (2,4)
80 B

N\ /

60 1

40 + 1

20 | 4

-60

X

Figura 2.5: Interpretacién grafica de la derivada.

2.5. Teoria: Composicion de funciones

Sean f:RYN DA - R"yg:R™D B — RP, ysea f(A) C B; entonces, se puede definir la
funcién compuesta

gof:RYD AR, gof(z)=g(f(x)).
La situacién estd resumida en la Figure [2.4]

Ejemplo I1.14. Sea f(x) = 2% y sea g(z) = €%, ambas funciones reales de variable real.
Entonces, fog(z) = f(g(x)) = f(e”) = (¢*)* = €.
2.6. Teoria: Derivadas en una variable

Sea f:RD A — R, yseaxge A. La derivada de f en xg se define como:

F(z0) = lim f(zo+h) = f(x0)

Tr—xT0 h ’

siempre y cuando dicho limite existe. Desde el punto de vista geométrico, la derivada se inter-
preta como la pendiente a la grafica en el punto zg. Un ejemplo es dado en la Figure Las
derivadas tienen las siguientes propiedades:
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= lincalidad: (af + Bg) = af’ + B¢';
= (f-9)=f-9+f9;
= regla de la cadena: (fog) (z) = f/(g(x))g'(x).

A continuacién damos una lista de derivadas que se han de saber de memoria:

8. (a®) = a®In(a)

™ ™
n——<y<—

1
T A2 Ty 2

9. (arcsin(z))’

10. (arccos(z)) = — con0<y<m

1
V1—22
1

11. (arctan(x)), = ﬁ
T

2.7. Problemas: Derivadas en una variables

Véase pagina

2.8. Teoria: Derivadas parciales

Para las funciones reales de multiples variables, se nota % la derivada de f con respecto a la

variable z;, considerando constantes todas las demds variables. Mds en detalle, sea f : RY D
A — R, yseay € A. Se define

ox; h—0 h

9

donde los {e;}i=1,.. n son la base candnica de RV

el (1,0,0,0,...,0)
es = (0,1,0,0,...,0)
e, = (0,0,...,0,1,0,0...,0) el 1 en la componente nimero 7
en (0,0,...,0,N).
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En dos dimensiones, f = f(z,y), esto se lee

of . flxo+h,y0) — f(zo,%0)
gz T t0) = lim h

af o f(@osyo +h) — f(®o,%0)
82/ (x(]vy()) - }llgr%) h .
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2.9. Problemas: Derivadas parciales

Véase pagina

2.10. Teoria: Derivadas de orden superior

Sea f: RN D A — R; se usa la siguiente notacion:

? 0 (o
al'jaxi - 8$j 8.7}1 .

Obviamente, recursivamente se calculan las derivadas de orden superior:

#? 9 [ Pf
8xk8xj8xi_8xk 837]8371 ’

etc.
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2.11. Problemas: Derivadas de orden superior

Véase pagina

2.12. Teoria: Teorema de Schwarz

Sea f : RY D A — R. Si todas las las derivadas parciales de orden hasta m existen y son
continuas, se dice que la funcién f es de clase C™. El teorema de Schwarz da condiciones
suficientes para que no importe el orden en el que se calculan las derivadas parciales: si f €
C?(A), entonces

0% f B 0% f

oyoxr  Oxdy’

Ejemplo I1.15. Sea f(z,y) = 2® + 2%y® — 2y%. Esta funcién es C°(R) D C%(R). Las derivadas
cruzadas son

0? 0
@yafm T oy (327 + 22y°) = 6zy®
0? 0
ax(;cy T O (32%y* — 4y) = Gay®.

zy(z?—y?)
Ejemplo I1.16 (Contraejemplo de Peano). Sea f(x,y) = { 22 +y? (,y) # (0,0) . Las

derivadas primeras son

2x(x? 2)—2z(22—y?
of {y2+y2+xy W )2 () # (0,0)

O 0 (z,) = (0,0)
of _ [ — (vt + oy () £ (0,0)
% 0 (2.9) = (0,0)

Ahora, las derivadas segundas en (0,0) son, a partir de la definicion de derivada:

of of
oyoxr "’ h—0 h

of of
il (0,0) = lim o0 ~ 5,00 _
Oxdy "’ h—0 h ’

con lo cual hemos probado que

0% f 0% f
8y3x(0’0) 7 dxdy

(0,0).

Lo que falla es la continuidad de las derivadas sequndas: la funcion f es de clase C* pero no C?.

2.13. Definicién de gradiente
El gradiente de una funcién f : RY D A — R de clase al menos C' es el vector de sus derivadas

parciales:
of of  Of
Ox1 Oxe’ T OxN )

grad(f) = V7 = (
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(X g+hu,y ,+hv)

(u,v)

(XY o)

X

Figura 2.6: Interpretacién grafica de la derivada direccional en dos dimensiones.

2.14. Problemas sobre el gradiente

Véase pagina

2.15. Teoria: Definicion de derivada direccional

Sea f : RY D A — R de clase al menos C, y sea @ € RYV. Entonces podemos definir la derivada
direccional de f a lo largo de 4 en el punto xy:

D ety = tim L0 1D~ S

La situacién estd representada en la Figura Obviamente, esta definicién extiende la de

derivada parcial, puesto que tenemos
of D

o @

La derivada direccional se puede calcular a partir del gradiente, con la férmula:

> U

2 f) = V().

Gracias a la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la cual afirma que |@ - 9] < |i]|7], sabemos que el
modulo de la derivada direccional estd acotado por el gradiente:

D )

o

U

- U
= ‘Vf(mo) Tl

<| V@)

= |V 1)

|l

Por lo tanto, si logramos encontrar una direccién a lo largo de la cual

D i e =

D ()| = Vi)
entonces estamos recorriendo la direccién de variacién maxima. Dicha direccién es dada por el
versor del gradiente:

vV f (%)
v




ya que se verifica facilmente que

N 2
) ooy SR
D () =V f(ap) - L0 _ | - o] _ ¥ £ ()
i Vi) |Vi@)

2.16. Problemas: Calculo de derivadas direccionales

Véase pagina

2.17. Teoria: Repaso sobre las matrices

2.17.1. Multiplicacién de matrices

Sea
ailr ai2 ... G1m
CL271 CL272 e a27m
A= .
an,1 An2 ... Gnm
una matriz n X m, y
b171 51,2 ce pr
bg,l 6272 . b27p
B=1. : :
U

una matriz m X p. Las matrices se multiplican linea por columna:

m m m
djerargbin Yiyangbie oo 300 anbip
m m m
B — Yjerazsbin Dy azibia oo 30T az;bip
m m m
Zj:l am,jbj Zj:l amjbj2 .. Zj:l a2,jbjp

Queda por lo tanto claro que para poderlas multiplicar, el niimero de columnas de A ha de ser
igual al niimero de lineas de B, y que la matriz resultado tendra tamafio n X p.

2.17.2. Determinante de matrices
Si una matriz es cuadrada, se puede calcular su determinante. En el caso de una matriz 2 x 2,

el determinante es
d a1 a2 \
et =a1,1022 — 01,202 1.

a1 G232

Para matrices de tamaifio superior, hay una férmula recursiva que permite el calculo, el desarrollo
de Laplace por linea o columna:

ain a1,2 ... Aa1N
az 1 a2 2 ... Q2 N N L. N .
det . . . . = Zam’(—l)z—w det MZ'J = Za@j(—l)H—j det Mi,j,
. . . . i=1 j=1
anN,g1 anN2 ... AaN,N

donde M; ; es la matriz A a la cual se le han quitado la linea ¢ y la columna j.
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Ejemplo I1.17. Calcular el determinante de

Ejemplo 11.18. Calcular el determinante de

1 3 -1
A= 2 1 -1
2 -1 0
Ejemplo 11.19. Calcular el determinante de
0o 2 -1 -3
4 1 0 O
A= 2 -1 1 0
1 0 -2 0
Ejemplo I1.20. Calcular el determinante de
1 2 3 4 -1
5 =2 6 0 -1
A= 2 -3 4 -1 7
0o 1 2 3 4
1 =10 0 O

2.18. Teoria: Matriz jacobiana

El concepto de matriz jacobiana extiende el concepto de gradiente a funciones vectoriales. Sea
f:RY D A — R™, de clase al menos C!, y sea 27 € A. La matrix jacobiana es

oh oh  oh
gxfl gSJUcz %x
2 2 2
Df:(’)(fl,fz,...,fm): i R el
0(z1,x2,...,2N) : : : :
Ofn 0 Ofn
dry Oze  Ozy
donde las f; son las componentes de f: f = (f1, f2,..., fm). Si N = m, la matriz jacobiana es

cuadrada y su determinante puede ser calculado.

2.19. Problemas: Calculo de matrices jacobianas y de sus de-
terminantes

Véase [75]
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2.20. Teorema: regla de la cadena

Sean
R % rr L R
o = g(xo) — fog(@o).
Sean ahora f y g de clase al menos C'. En ese caso f o g también lo es. La regla de la cadena se

extiende al caso multidimensional usando el jacobiano en lugar de la derivada, y multiplicando
las dos matrices:

D(f og)(@0) = Df(g(%0)) Dg(zp)

matrizpxm matrizmxn

2.21. Problemas: regla de la cadena

Véase en la biblioteca de ejercicios.
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2.22. Teoria: Solucion de sistemas lineales

Sea dado el sistema

z + y + z =1
r -y + 2z = -1
2t + y — 2z = 3

Primero, hay que ver si el sistema tiene solucién, y en ese caso si la solucién es tnica. Para ello,
se aplica el teorema de Rouché-Capelli.

Teorema I1.1 (Rouché-Capelli). Sila matriz de los coeficientes y la matriz asociada al sistema
lineal tienen el mismo rango, el sistema tiene solucion. Si ademds dicho rango coincide con el
numero de incognitas, encontes la solucion es unica.

Por consiguiente, si el determinante de la matriz de los coeficientes es diferente de cero, en-
tonces el sistema tendra una tnica soluciéon. En en ejemplo que hemos cogido, la matriz de los
coeficientes es

1 1 1
A= 1 -1 2 ,
2 1 -1
el vector de los términos notorios es
1
b=1 -1 1,
3

con lo cual la matriz asociada al sistema es

1 1 1]1
Ap) =1 -1 2 |1
2 1 -1|3

El determinante de la matriz de los coeficientes es
det(A)=11-2)—-1(-1—-1)+2(1+1)=—-14+2+4#0,

con lo cual el sistema lineal tiene solucién, y esta es tnica.

Hay varios métodos para calcular explicitamente la solucion del sistema lineal: una consiste
en escribir un sistema linealmente equivalente al original, cuyas soluciones coinciden con el
original, pero en el cual se pueden despejar las incégnitas una por una: se llama método de
eliminacion. Para hacer esto, se combinan linealmente las lineas de la matriz asociada (A|b)
(sin, por supuesto, que la matriz baje de rango). En el ejemplo:

11 1|1
(Ap):=| 1 -1 2 | -1 |,
2 1 -1 3

ahora lo que quiero es obtener un cero en la primera columna de la segunda y tercera linea, por
ejemplo sustituyendo la segunda linea por 2¢ — 1% y la tercera por 3% — 2 x 1%:

11 1|1
Ap)~| 0 —2 1 |-2 |,
0 -1 =31
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y ahora quiero sacar un cero en la segunda columna de la tercera linea, por ejemplo sustituyendo

la tercera linea por 2 x 3% — 2%:

11 11
Ap)~| 0 -2 1 | -2
0 0 —7|4

Esto significa que el sistema de partida tiene la misma solucién que el sistema

z + vy + =z =1
-2y + =z = -2,
-7z = 4
que se puede despejar de abajo para arriba:
4
z = —=
7
. 2-z 247 5
YT T T T 9 T
l—-y—=2
v f:1+4/7—5/7=6/7a

o sea el resultado es (z,y,2) = (°/7,° /7,=*/7).
Otra técnica para calcular la solucién de un sistema lineal es la regla de Cramer. Sea dado el
sistema lineal
a11x + a1y + a132 = by
a1v + azy + agzz = by
a3 r + az2y + aszzz = b3
ail a2 ais
Si la solucidn existe y es Unica, i.e. si su determinante A := det | a21 a2 ass # 0, entonces
azy a32 as3
las soluciones se pueden escribir como:

by a2 a3
det by aso as3

B by a3z as3
N A
ain by ais
det a1 bg a3
_ asi bz ass
n A
ain a2 b
det a1 agy bg
B ag1 asz b3
N A
Céjase el ejemplo de antes:
1 1 T 1
-1 2 y | =1 -1
1 -1 z 3



En este caso,

A = det

Luego,

1 1 1
det{ -1 -1 2

3 01 -1 6

v A —7
11 1
det [ 1 -1 2

2 3 -1 5

vy = A —7
11 1
det [ 1 -1 -1

2 1 3 4

— _

lo cual coincide con el resultado calculado con el método de eliminacién.

2.23. Teoria: Teorema de la funcion implicita
Lleva el nombre de teorema de Ulisse Dini el teorema de la funcion implicita en dos dimensiones.
Teorema I1.2 (Teorema de Dini). Sea F : R2 D A — R de clase al menos C*(A); sea

Ay = {(z,y) € A t.q. F(z,y) =0} (la curva de nivel cero). Si Ay # 0 (x0,y0) entonces ex-
iste (xo,y0) € Ao, y f(zo,y0) = 0; si ademds (xo,yo) no es un punto critico, o sea el jacobiano

8(.%’, y) (SL‘O, yO) 7& (07 0)7

entonces existen un intervalo abierto I 5 xo y una funcion y(x) tales que F(z,y(x)) = 0 para
todo x € I, y un intervalo abierto J 3 yo y una funcion x(y) tales que F(x(y),y) = 0 para todo
yed.

Cabe subrayar que la existencia de las funciones implicitas no implica que ellas se puedan
expresan explicitamente. Por ejemplo, si f(x,y) = y + 22¢Y, no hay una manera de escribir y
como funcién de x a partir de y +z2e¥ = 0. De lo contrario, para f(z,y) = 3x — 2y + 5 sf somos
capaces de expresar y como funcién de z: y(x) = %

Para derivar la funcién implicita y = y(x) se usa la regla de la cadena:
(zoy)' (w0) = 2" o y(wo)y'(w0),
de la cual expresion se intenta extraer y'(xo).
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Ejemplo I1.21. Si f(x,y) = 622y + 53> + 322 — 15 + 2%y? = 0, vamos a derivar con respecto
ax:

122y + 622y (z) + 15¢°%y () + 62 + 229° + 22%yy/ () = 0
y'(z) [61’2 +15y% + 2m2y] = —12zy — 6z — 2xy>
—12zy — 62 — 22y
y'(z) =

6x2 + 15y2 + 222y
12zy + 62 + 22y?
622 + 15y2 + 222y’

Ejemplo I1.22. Sea f(x,y,2) = vy + 2 + 322° — 4. La derivada de z(z,y) con respecto a = es

0z 0z
Z 432+ 15zt = = 0
y—i—am—l— 2"+ lozz 9%
0
a—;(1+15xz4) = —y—32°
Oz Y+ 32°
or 1+ 15xz?
La derivada de z(x,y) con respecto a y es
0z 0z
15t S = 0
x-i—ay—i- Tz oy
02 1 1 15021
— xz") = —x
dy
0z x
dy 1+ 15xz2%

La derivada de y(zx,z) con respecto a z es

x%+1+15x24 = 0
0z

0

xﬁ—z = —(1+15zz%)
@ B 1+ 15224
0z x '

2.24. Problemas: Derivacion implicita

Véase pagina

2.25. Teoria: Teorema de la derivada de la funcion inversa

Sea I C R un intervalo, y sea f : I — R una funcién continua y estrictamente mondétona en I.
Entonces f es invertible en I, y la derivada de f~! en yo = f(x¢) es dada por la férmula

—1yv/ T 1
) ) = 5oy = P00

Ejemplo I1.23. Sea I = R, f : R —]0,+00[, f(x) = €* es estrictamente mondtona y por lo
tanto invertible, f~1:)0, +oo[— R, f~1(y) = In(y) es su inversa. Aplicando la férmula, se puede
calcular

1 11
(log(x)) - f/(f—l(x)) - exp(]n(:v)) - T




2.26. Problemas: Teorema de la derivada de la funcion inversa

Véase pagina
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2.27. Teoria: Curva y vector tangente a una curva

Sea dada una curva en el plano R? en forma paramétrica:
I CR — R?, tH(x(t)>,

y sean x(t) y y(t) derivables. El vector tangente (o mejor dicho la direccién tangente) a la curva
es dado por las derivadas de las componentes:

- (( 7))

El vector normal (o perpendicular, u ortogonal) es por definicién la direccién normal al vector

tangente:
vo=(( e )

a0 ) () = o (v o) + X0 =0, o) < R

puesto que de esta manera

N escrito asf s6lo da una direccién, no un vector. Si nos restringimos a vectores normalizados,
0 sea cuya norma es 1, entonces encontraremos dos:

(—y/ (1), z(t) (_ y(1) z(t) )

I(=y'(t), 2(t)llp=

y su opuesto

( y'(1) ) )
V)2 + (@®))? VY (1)? + (2(1))?
las mismas consideraciones vales también para los vectores tangentes.

Ejemplo 11.24. La siguiente es una parametrizacion de un elipse:
r: [0,27[— R?, t +— (cos(t),4sin(t)) .
La direccion tangente a dicha curva es
T :[0,2n[— R?, t — (—sin(t),4cos(t)),
y la direccion ortogonal a la curva en cada punto es
N : [0, 27[— R?, t — (—4cos(t),sin(t)) .

Los dos vectores ortogonales de norma 1 son dados por

(—4cos(t),sin(t)) _(_ 4 cos(t) sin(t)
[[(=4 cos(t),sin(t))| V16 cos?(t) + sin?(t) /16 cos?(t) + sin®(t)

Y Su opuesto

4 cos(t) B sin(t)
V16cos2(t) + sin(t) /16 cos?(t) + sin®(t) )
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Si en lugar de una representaciéon paramétrica tenemos una funcién explicita, f : I C R —
R,z — f(x), esta se puede usar para escribir la representaciéon paramétrica:

r: I CR = R:z s (z, f(z)).

Si f es derivable, siguiendos los mismos calculos que antes, podemos calcular los vectores tan-
gentes y los ortogonales normalizados:

T : z~ (1, f(2))
flle) 1 )
[f @) @)

N :cr—>:|:<

2.28. Teoria: Plano tangente a una superficie en R?
Sea
u
r:Q CR? - R3, (u,v) = | y(u,v)
u

una representacién paramétrica da una superficie en tres dimensiones. El plano tangente en un
punto es generado por dos vectores:

dz
gu
= (| fwy |,
z
Ou
La direccion ortogonal al plano tangente es dada por el producto vectorial de dos generadores
de dicho plano:
%(u, v) %(u, v)
N = g—g(u, v) | A g—i’(u,v) .
z 4
ou ov

Ejemplo I1.25. Sea
2u

r:R? = R3, (u,v) = | u?+w

2

una superficie en R3. El plano tangente en el punto (ug,vo) es dado por
2 0
T (ug,vo) = (ug,vo) + < 2ug |, 1 > :
0 21)0
El vector perpendicular al plano tangente en el punto (ug,vo) es dado por

2 0
N(UQ, U()) = (UO,U()) + < 2u0 A 1 >
0 2vg

4uOU0
(UO,U()) + < —4vg > .
2
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Si queremos, podemos buscar los dos vectores de norma 1, que son:

4U0 Vo
— 41}0
2

(uo,v0) +
4U0’UQ

—4'[)0
2

RS

y  (uo,v0) +

39

—4’LL[)’UQ
41]0
-2

4UO Vo
— 41)0
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2.29. Biblioteca de ejercicios
Composiciéon de funciones
Ejercicio II.1. Sean

f : R? S R? (z,y) — (sin(z — 1) — e¥, % — y2)
g : R> 5 R% (x,y) — (ew_y,x — y) .

Calcular fog ygo f.
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Esercizi sul prodotto operatorio
(composizione) di funzioni

Esercizio 1. Considerate le funzioni
f:R—(0,1)
x — y=cos(x)
g:(0,1) — (0, +00)
r = y=+r
stabilire se € possibile effettuare le composizioni
L a(z) = f(g(x)):
2. B(z) = g(f(z)).

ed, in caso affermativo, calcolarle.
Esercizio 2. Considerate le funzioni

f:(00,400) — R, f(z) =1In(z)
g:R—R, g(z)=2°
h:R — (0,+00), h(z)=+/]z|

1. Stabilire se sono a due a due componibili e, quando possibile, calcolare
il prodotto operatorio;

2. Calcolare, se possibile, f(g(h(x)));

3. Calcolare, se possibile, h(g(f(x))).
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Soluzione degly esercizi

Esercizio 1.
Indicando con D e D, il dominio di f e g rispettivamente e con con Cf e
Cy il codominio di f e g rispettivamente, si ha:

1. Dy # Cy cosicché non ¢ possibile eseguire il prodotto operatorio a(z);

2. D, = C} per cui ¢ possibile eseguire il prodotto operatorio §(z) e si ha

B(x) = g(f(2)) = VEj=fw)=cosz) = ¥/cos(z)

In definitiva,
con Dg =R, Cs = (0, +00).

Esercizio 2.
Indichiamo dominio e codominio di ciascuna funzione con notazioni analoghe
alle precedenti.

1. Risulta Dy = C}, cosicché ¢ possibile eseguire il prodotto operatorio
fohesiha:
foh:R— R

definita da
(f o h)(x) = f(h(z)) =n/]a|

ed, inoltre, D}, = Cy per cui h é componibile con f e si ha:
ho f:(0,+00) — (0,+00)

definita da

h(f(x)) = v/|In(z)|
Considerando g ed h, si ha che Dj, = Cy per cui h ¢ componibile con g
e risulta

hog:R— (0,400)

hig(@)) = V]a?| = Ve

mentre D, # C}, cosicché non ¢ possibile comporre g con h.

definita da

Infine, si ha che Dy, = Cy cosicché g é componibile con f e risulta

gof:(0,4+0) — R

2
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definita da
9(f(2)) = In’(z)

mentre non ¢é possibile operare f o g in quanto Dy # Cj.

. Poiché, come stabilito in precedenza, f non é componibile con g, non
puo esserlo neppure con g(h(z)) per cui non é possibile eseguire la

composizione f(g(h(z))) ;

. In questo caso, la composizione é possibile essendo il dominio di h
coincidente col codominio di g o f e si ha:

hogo f:(0,4+00) — (0,+00)

(hogo f)(z) = /| In*(z)]

o, con altra notazione e tenendo conto del fatto che |a"| = |a|" V

a,n € R,
h(g(f(z))) = VIIn(z)[*

definita da
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Ejercicio n®73.-

Define como funcién "a trozos":
y =|3x 2|

Ejercicio n°® 74.-

Define como funcién "a trozos":

y =|2x +4|
Ejercicio n°® 75.-
Obténlaexpresionanaliticaenintervalosdelafuncion y =|-x +3|.

Composicion de funciones

Ejercicio n® 76.-

Dadaslas siguientesfunciones: f(x )= _3);+2 yg(x)=x2+1 halla:

a) (fog)(x)
b) (g-9)(x)

Ejercicio n® 77.-
Considera las funciones f y g definidas por:

f)-22y glx)=x? -1

Calcula:
a) (fog)(x)
b) (g=f)(x)

Ejercicio n°® 78.-

2

Las funciones f y g estandefinidaspor f(x):% y g(x)=x +1.Calcula:

a) (fog)(x)
b) (gogof)(x)

23
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Ejercicio n°®79.-

2

Sabiendoque f(x)=x —x2 y g(x)=senx, halla:

a) (gof)(x)
b) (g-9)(x)
Ejercicio n° 80.-

Dadas las funciones f(x)=2x2 -1y g(x)=+x,calcula:

Ejercicio n®81.-

Las funciones f y g estan definidas por:

)-222 y  gl)=ix.

Explica como, a partir de ellas, por composicidon, podemos obtener:
X Ix -1
p(x)= 3

y q(x)=

-1
3

Ejercicio n°® 82.-
Dadas las funciones:

fx)= - y g(x)="x+1

Explica como, a partir de ellas, se pueden obtener por composicion estas otras:

plx)= 22 )= +1

Ejercicio n° 83.-
Con las funciones:

f(x)=x%+1 y g(x):;l
hemos obtenido, por composicién, estas otras:

1 1
X)= X)=—+1
p(x) NEIT y a(x) N

Explica como, a partir de f y g, se pueden obtener p y q.

24
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Ejercicio n°® 84.-

Explica co6mo se pueden obtener por composicién las funciones p(x)y q(x) a partir de
f(x) y g(x), siendo:

f(x)=2x-3 , g(x)=vx-2 , p(x)=2yx-2-3 y q(x)=+v2x -5

Ejercicio n° 85.-
Sabiendo que:

1
f(x)=23x2 =
(=3¢ y  gb)=ts

Explica como se pueden obtener por composicién, a partir de ellas, las siguientes
funciones:

1
X)=—m
q( ) 3x2 +2

p(x)=

3
+ 2)2

—_
x

Funcion Inversa

Ejercicio n° 86.-

A p?rtir de lagraficadey =f (x):

—
|

a) Calcula f (3)y f(5).
b) Representa, enlos mismosejes, f *( x)_

Ejercicio n° 87.-

Dada Ianréfica de lafunciéon y =f (x):

4 |
/

n

}J

a) Calcula f*(-1)y f*(0).

b) Representagraficamente enlos mismos ejes f (x), apartir delagraficade f(x).
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6. Composicion de Funciones.
Problema. 56.
Si f(x)=+/x y g(x)=x*-5, calcular (gof) y su dominio Fixi=a7 gx)=x"-5

Solucion: Tenemos, e e +m 4

(go/)(x) = g(f(x) = g(Jx) = (x)* =5 =x-5 AN [
Aunque x-5 esta definida para todos los niimeros reales, el 7+ 74 74
dominio de gof no es el conjunto de los nimeros reales. &+ &1 67
El dominio de g es el conjunto de todos los nimeros reales > 3T 3]
y su rango el intervalo [-5, +o0), pero la funcion ;‘j_ ;‘: g:
f(x)= x s6lo esta definida para los nimeros x >0y su 2+ =
rango es igual. Asi que el dominio de gofes el conjuntode T T 1
B i . . ot ok 0
los niimeros reales positivos, es decir, el intervalo (0, +o). 1A
Observa la representacion de los dominios de las _2
funcidnes f, g, y gof de la derecha y la grafica de las tres -39
funciones abajo. -4
6+ -5+

—0

{gof){x) =x-5

Problema. 57.
Sean f(x) = x* —2x,y g(x)=x + 3. Encontrar las funciones compuestas (a) (fog)(x), y
(b) (gof)(x) y sus dominios.

Solucion: Tenemos

(a) (fog)(x) = f(g(x)) = f(x+3) = (x + 3)* = 2(x+3) =x*+ 6x + 9 — 2x - 6 =x* + 4x +3.
(b) (goh(x) = g(f(x)) = g(x* = 2x) = (x* = 2x) + 3 =x> - 2x + 3.

22 José Luis Diaz Gomez
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El dominio de f y de g son los reales, y por lo tanto también de (fog) y de (gof).
Observa que las funciones gof y fog no son iguales.

Problema. 58.

En un cierto lago, el pez rébalo se alimenta del pez pequefio gobio, y el gobio se
alimenta de plankton. Supongamos que el tamafio de la poblacion del rébalo es una
funcion f(n) del nimero n de gobios presentes en el lago, y el nimero de de gobios es
una funcién g(x) de la cantidad x de plankton en el lago. Exprese el tamafio de la
poblaciéon del rébalo como una funciéon de la cantidad de plankton, si

f(n)=50+~/n/150 y g(x) =4x + 3.

Solucion: Tenemos que n = g(x). Sustituyendo g(x)por n en f(n), encontramos que el
tamafo de la poblacion de robalos esta dado por

S(g(x) =50+ \/

Problema. 59.

Sea f(x) =4 y g(x) = -2x> -6x. Calcular: (a) (fog)(x), (b) (gof)(x) y sus dominios.
Solucion:

(a) (fog)(x) = f(g(x)) = f(-2x" -6x) = 4.

(b) (20D(x) = g(f(x)) = g(4) = -2(4)” - 6(4) = -56.

Puesto que el dominio de las funciones f'y g son los niimeros reales, el dominio de las
funciones fog y gof también son los nimeros reales.

Problema. 60.

Sean h(x) = -2 y m(x) = 5. Calcular: (a) (hom)(x), y (b) (moh)(x) y sus dominios.
Solucion:

(a) (hom)(x) = h(m(x)) = h(5) = -2

(b) (moh)(x) = m(h(x)) =m(2) =5

Puesto que el dominio de las funciones h y m son los nimeros reales, el dominio de las
funciones compuestas hom y moh también son los nimeros reales.

g(x) ~50+ 4x+3
150 150

Problema. 61.

Sean f(x) = x* -1 y g(x) = x + 2. Calcular: (a) (fog)(-2), (b) (fof)(0), (c) (gof)(3), (d)
(gog)(-1).

Solucion:

(a) (fog)(-2) = f(g(-2))= f(-2 +2) = f(0) = (0)° — 1 = -1

(b) (fof)(0) = f(f(0)) = f( (0)* ~ 1) = f(-1)= (-1)>~1=1-1=0
(©) (g0D(3) = g(f3) =g(3)’ -1)=g(9-1)=g®)=8+2=10
(d) (gog)-1) = g(g(-1) =g(-1+2)=g()=1+2=3
Problema. 62.

Si h(x)=~/2x* —1, entonces f puede ser considerada como una funcién compuesta gof,
donde f(x) = 2x° -1 y g(x)= x , ast:

h(x) = g(f(x) = g(2x* 1) =~/2x" ~1.

Otra forma de considerar A(x)=/2x"> —1 como una funcién compuesta es considerar

las siguientes dos funciones f(x) = 2x> y g(x) =+/x—1, de esta manera:

h(x) = g(f(x) = g(2x*) =[2x* -1

23 José Luis Diaz Gomez
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Problema. 63.

Sea f(x) = (2x + 3)° . Encuentre dos funciones f'y g tal que F = fog.

Solucion: Esto se puede hacer de mas de una forma, pero la forma mas natural es la
siguiente:

F(x)=2x+3 y gx)=x

Entonces (gof)(x) = g(f(x)) = (2x + 3)’ = F(x)

Problema. 64.

Un charco circular de agua se estd evaporando y disminuye lentamente su tamaio.

. . . 1
Después de t minutos, el radio del charco mide 5 8 3 pulgadas; en otras palabras, el
t+

radio es una funcion del tiempo. El area A del charco esta dado por A = 7, es decir, el
area es una funcion del radio r. Podemos expresar el area como una funcion del tiempo

. 18 Y S
sustituyendo » =| ——— | en la ecuacion del area.
2t+3

2
A=nri=rx 18
2t+3

Lo anterior nos permite formar la funcién compuesta fog, donde f(r) = nr’ y g(t) =
="
0% 2e3)

(fog)t)= f(g®) = f[%] - ”( 271i 3)

Cuando el area se expresa en funcion del tiempo, es facil calcular el area del charco en
cualquier tiempo. Por ejemplo, después de 10 minitos el area de charco es

18\’ 18 Y

A= 72'( j = ﬂ( j =1.941 pulgadas cuadradas
2t+3 2.10+3

Problema. 65.

Los defensores del medio ambiente han estimado que el nivel promedio de monoéxido de

carbono en el aire es M(m) = (1 + 0.6m) partes por millon cuando el nimero de

personas es m-miles. Si la poblacion en miles en el momento t es P(t) = 400 + 30t +

0.5t%, (a) exprese el nivel de monoxido de carbono en el aire como una funcion del

tiempo y (b) calcule el nivel de monodxido de carbono ent=75.

Solucién: (a) Para expresar el monoxido de carbono en funcion del tiempo se requiere

establecer la funcién compuesta (MoP)(t) = M[P(t)]. Sustituyendo P(t) en M(m),

tenemos:

MI[P(t)] = M[400 + 30t + 0.5t ] = 1 + 0.6(400 + 30t + 0.5t%) = 241 + 18t + 0.09¢*

(b) Se nos pide evaluar la funcién compuesta en t = 5.

M[P(5)] == 241 + 18(5) + 0.09(5)* = 333.25 ppm.

Problema. 66.

Se conoce que la poblacion de ranas R calculada en miles en una determinada region

depende de la poblacion de insectos m en millones. La poblacion de insectos I a su vez

varia con la cantidad de lluvia ¢ dada en centimetros. Si la poblacion de ranas es

R(m):65+\/% y la poblacion de insectos es I(c) = 43c + 7.5. (a) Exprese la

poblacion de ranas como una funcion de la lluvia y (b) estime la poblacion de ranas
cuando la lluvia es de 1.5 centimetros.
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Solucién: (a) Para expresar la poblacién de ranas en funcion de la lluvia se requiere
establecer la siguiente funcion compuesta (Rol)(c) = R[I(c)]. Sustituyendo I(c) para
cada caso de ¢ en R(m), se tiene:

(Rol)(c)=R[I(c)]= R[43c + 7.5] = 65+ %
(b) (RoI)(1.5)=R[I(1.5)]= 65+ W =65+3=68

Cuando la lluvia es de 1.5 centimetros la poblacion de ranas es aproximadamente de
68000 ranas.

7. Funciones Uno a Uno (Inyectivas).

Una funcion f con dominio A se llama uno a uno (o inyectiva) si no existen dos
elementos de A con una misma imagen; es decir

f(x1) # f(x2) siempre que x; # Xa.
Otra forma de expresarlo es: F es uno a uno si f(x;) = f(x,) implica que x; = Xa.

La ultima frase de la definicidn anterior significa que:

Una funcién es uno a uno si y solo si ninguna recta horizontal corta a su grafica mas de
una vez.

Problema. 67.

Determinar si la funcion m(x) = 2x, es uno a uno.

Solucién: Observa que si, calculamos e igualamos m(x;) = (x), tenemos 2x; = 2x,. Por
lo tanto x;= X, y por consiguiente la funcién m es uno a uno.

Problema. 68.

Determinar si la funcion h(x) = x* es uno a uno.

Solucién: Esta funciéon no es uno a uno. Observa que
h(x;) = h(x,) implica que (x;)* = (x2)* y por lo tanto, x1 =
+x2, y la funciéon h(x) = x” no es uno a uno. Por ejemplo,
h(2) =2?=h(-2) = (-2)* = 4.

Es decir, dados x; = 2 # x» = -2, se tiene que h(x)) =
h(x2)= 4. En otras palabras dos numeros distintos x del
dominio tienen el mismo valor de y. Observa que
cualquier linea horizontal que se trace sobre la curva toca ——
mas de un punto de la curva.
Problema. 69.

Determinar si la funcion f(x) = x> es uno i
auno. ot
Solucién: Si x; # X, entonces x; # x;
(dos numeros diferentes no pueden tener
potencias cubicas iguales). Por lo tanto ™
f(x) = x* es uno a uno. Observa que
cualquier linea horizontal que se trace
sobre la curva toca Unicamente un punto
deella. x; x»

Problema. 70.

Las graficas de g(x) = X+ 22X+ 4 y f(x) = -4x + 3, mostradas indican que hay dos
elementos x; y X, en el dominio de g, para los cuales g(x;) = g(x2) = ¢, pero solamente
un elemento x; en el dominio de f para el cual f(x;) = c. por lo tanto, g no es inyectiva
pero f'silo es.
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Calculo de derivadas en una variable

Ejercicio I1.2. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

1. f(z) = ¥/g(z)

2. f(z) = a®, con a positivo
3. f(z) =a"

4. f(x) = log,(x)

5. f(z) = tan(z)

6. f(z) = cot(z)

7. f(x) = (g(x))"

8. f(z) =/g(x)

9. f(x) = sin(g(z))
10. f(x) = cos(g(x))
11. f(x) = tan(g(z))
12. f(z) = arcsin(g(z))
13. f(z) = arccos(g(x))
14. f(x) = arctan(g(x))
15. f(z) = arccot(g(x))
16. f(z) = 9@

17. f(z) = a9®)

18. f(x) =1In(g(x))

19. f(x) = log,(g(x))
20. f(x) = g(z)"™

1. f(x) = 322
2. f(x) = 5a*
3. f(z) = —ba3
4. flx) =Tz
5 f(z) ==z

6. flz) =1

7. flx) =V

o1



10. f
11. f
12. f
15. f
14.
15. f
16. f
17. f
18. f
19. f
20. f

21.

22.

23.

24.
25.
26.
217.
28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

f(z)
f(z)
fz) =
fx) =
fx) =
fx) =
fx) =
fz) =
fz) =
fz) =
fz) =

T

S5zt 4+ 322+ 72 +6
6x° — 222 +4x — 6

—4x3 + Tx

—

22 —1)(5z + 2)
(2z + 3)(2? + 22)

(323 + 4z + 1)(322 + 4)

X
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Ejercicio I1.4. Calcular la derivada de f o g, donde f(z,y) = (sm(m —1)—e¥, 2%~ y2) Y
g(xv y) = (ex—y’ r— y)

Ejercicio I1.5. Calcular el jacobiano de z(x,y) = u? —v?, donde u = x +sin(y) y v = xy + Tz.
Ejercicio I1.6. Calcular el jacobiano de z(t) = x> — y?, donde x = sin(t) yy = e* — 1.
Ejercicio IL.7. Calcular el jacobiano de z(s,t) = e tan(y), donde v = s +2t y y = 3.

Ejercicio I1.8. Calcular el jacobiano de w(s,t) = x% + y? + 22, donde x = st, y = scos(t) y
z = ssin(t).

Ejercicio I1.9. Calcular el jacobiano de w(p,r,t) = Zig, dondex =p+r+t,y=p—r—ty
z=p+r—t.

Ejercicio I1.10. Calcular el jacobiano de T = ;iz, donde x = p+r+t,y=p—r—ty
z=p+r—t.

Ejercicio 11.11. Calcular la altura de una lata de 0.33 litros de Coca-Cola para la cual el gasto
en términos de aluminio es minimo.
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ESERCIZ| PROPOSTI

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni polinomiali:

y=3x*+1 [6x]
y=5x+7 (9]
y=2x-5 [2]
y=3x*- 6x+4 [6x - 6]
y=4x3- 2x*+5x- 3 [12¢*- 4x + 5]
y=4x2- 1 [8x]
y=1l+x+x° [1+2x]
y=x°- 2x [3x2- 2]
y=3x- 1 (3]
y = 4x2 [8X]
y=4x*+5 [8x]
y=x"+4x° [5x* + 8x]
y=x'+2+1 [3x2 + 4x]
y=3x"- 5+ 4ax- 7 [12x% - 15x + 4]
y=8x°- 24x3+7 [40x* - 72x7]
y:%XZ+§X3+5X+9 [X + X2 + 5]
y=(2x+3)(x*+3x- 1) [6x%+ 18x + 7]
y=(x*- 1)(5x +2) [15x% + 4x - 5]
y=(x+1)° [10x(x? + 1)°]
y=x(x-1)° [- 2+ 1)(x- 1)
y=(1+x’)(2x-5) [6x%- 10x + 2]
y=(2x-1)3-7x)° [(2x = 1)(3—7x)(- 98X + 47)]
y=(2x+3)(*+3x-1) [6x2 + 18 + 7]
y=(1-2A(3x +1) [—18x% — 4x + 3]
233
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y=(@B-2x-x)(x*-2x3) [2x(—3x* —5x3 + 10x? + 6X — 6)]

y=x%(4+x)(5x + 1) [X(20x? +63x + 8)]
y=(8x—-1)% [80(8x —1)7]
y=(x-1(x-2) [(x—1)(3x =5)]
y=(5+x3)(1-2x —4x%)? [(1 —2x — 4x%)(— 36x° — 10x® — 1172 — 20)]
y=(1-3)%1+x) [(11 + 15x)(3x — 1)7]
y=(2-x)%03 +2X) [(2 —X)(= 5% + 6X* — 6x + 4)]
y = (x—2)%x + 1)? [(x + 1)(x = 2)*(5x = 1)]
y= (X +x +1)%x —1)* [(¢% + x + 1)%(x — 1)%(10x® + x + 1)]
y=(+ 13 +1)° [6(3x + 1)'(7X° + x° + 4)]
y= 2+ 2x-3)%4-x¥’ [2(12 + 33x — 17x% — 10x3)(x* + 2x — 3)4(4 —x?)]
y=2(x + 2)%(x* + 4x - 3) [4(x + 2)(2x* + 8x + 1)]
y = x3(x* + 1)° + 3x(x® + 1)] [2x(x* + DA (7x* + 1) + 3(3x* + 1)]

Calcolare e derivate delle seguenti funzioni razionali fratte:

5 ¢ 5 U
=-— e u
B g (x+)'g
:x+l giu
y 2X & 2x°H
y=x3 e 1

X- 4 g (x-4) g
yo2x3 e 1 3

3x- 4 a3x- 4)’g

-3 e (x-3) g

é a

3x- 4 e (5- 3x) Y

y= x); 1 éEg;Z)E
é( 'l) u
234
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y:3x2+9x+}
X

X2+ xE-33

X4

2
3

y=x - 2x-

5
+
X

x

€ (- 1)

D> (D> D~
oo onC

§2x+1)(2x- 1)U

e———1
é X a
% +2x- 2U

8 (x+1F g

- (xe1)p

19x2 - 34x+78
(xz- 6x+5)2 H

MD:(D> FD) [N

4(x +3x- 2)u
P S— |
(xz- 2X - 1)2 H

D:(D> I('D) [0}

lu
X H
é3x° +3x- 1u
e X

D3 (D~

66X +9x2 - 10

o6




é u
é 16x G

T
€2x°(6- x)U
e u
8 (4-% ¢

€5x2 - 14x- 5U
e—zu
g (5x-7) 4
€45 +5x* +8U
e—zu
g (x+1) ¢
€4x2 +8x +5U
eE—————Uu
g (x+1) ¢
é u
A[52x“+5x2 +1

g (o)

O

2 U
42x l;]

o g

—

é 2, 5l
S-2X- x4 2y

{72y

o7




y:?x+%g(x2- 1)

Calcolare |le derivate delle seguenti funzioni irrazionali:

y=+/x

y=3¥-7x

y=A/x*+2

y=+/4x?- 3

y=+/X- 4x+2

y=4/x*+x2- 2x

€ (2x2- 6x+3)3
g (2x2- 3x+1)2 u

€4x(8- x)U
¢ z U
e(4-% g

€4x? +8x +5U
€ z U
g (x+1) ¢

E0x¢ +70

€ LJ
g X

S@x’ +18 abx' - X +10)]
€ X 58 ¢ m

D D D
N
x
)
~

> N
o
—_—
>
'
\‘
<
SN—
N
e NNy
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y= 1
1- x
y =X/5x+3

y=34x’ +6x*- 5

y:

x
X+2
y=§(2¢ +1)f

y =8x+4/x
y=+/x%+1- /Xx- 1
y=24/x +2x+1
y:(x2+2\/;)5
[,
y:ZJ?-z/_—X+ X
y=f-7j;

y=x-3Yx+

1
i

@D D D
N
X
—_—
x
+
N

: Y
R S B
§K4f+6%-5f§

é x 1 u

e 2kl

é/x+1U

€ 4
adxvx g
s 1 3 0
——=0
e axdlx i
238
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1
y_—
x+4x?-1

y= X-1

x2-1

y = 25%° P

Jx

y=2x - 45/x+25

y=x¥x*-1

y=2xJx- :11\3/x\/§+2x6- 3

y:%/ixi’/F
xy/x

1+43
y:+\/X—

1- 8

DD M) D> (D~
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&‘

2- Y2
y:
2+3x2

x°+3

y

1
—_

y=(15x?- 12x+8)/(x+1)°

y=%&-%%+3?9
%)

@O

VX - 1$i+2(.j

X & g

y:

é u
é 8 f
e zU
g 3x(2+3¢)
e ]
o Sufn S
24X U

¢l05 zJ_U
a— Xx+1,

g2 H
®1 3 au
——- X+t——=+
¥ T s H

Calcolare le derivate delle seguenti funzioni esponenziali e logaritmiche:

y=In(2x- 1)

y=In(x+3)

X+2

b——  —

é
32(x+1)\/x+15

2X

(1+x)

D> D> §D> D D

u
u
a

2 1-XL;|
1+x

é-2x' + X +4u
éE—F—0
& XAx-1
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32
y=ex
y=e®
_Inx-1
Inx+1
y=x&+e-1
y=¢€(@2-¢)
y=&(C-x+7)

y=xInx - 3xIn* + 6xInx - 6x
y = x4(Inx)®

y = 5xIn* — 6x3In°x
y= 1>4nx
X

y = (XInx —1)*
y = 3xInx
y = x4nx

y = xIn’k

yz%lnzx- Inx++/x

y:In(x+m)

(e ]
[(1+x)€T]

& 2xe” < y

¢ 4x

[Inx + 1]
[2xInx + x + 3]

7
&

M@
ol w
OOy

€1 U
Al

¢ 2 u
&———u

ax(Inx+1)" g

[€03 + 3% + 1)]

[2¢(1-€)]

[€03 +3x2—Xx + 6)]

[In*x]

[x(Inx)*(2Inx + 3)]

[- 18x4n°x - 30x4n*x + 5In* + 10Inx]
g?lz(l- Inx)g

[2(xInx - 1)(Inx + 1)]
[3(Inx + 1)]
[X(2Inx + 1)]
[Inx(Inx + 3)]

é2Inx- 2++/xU
e———10

e 22X q

é 1
et
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y=I

2 X
n

X-1g

o
x| N

y=In’x+3x+5

L
X

y = 4xin*x+ 7x3An°x

_Inx
-

Y= X1+ X2 + In(x+\/1+ XZ)

y=In(x*- 7x - 8)

y=(x-1)In’x

y=Ind/x2 +4

&eX o1
=lnpg— e — - ——
y Kx+1g x 2%
&X 0
=lng——=
y x-1g
y=In(x*+x*+8)

y=Ind4x? +5x- 1

y=In

X* +1

2X+3

1

¢ X2
o (x- g

é2Inx +3x ()
g x H
gnsx(35x“l n?x +35x*Inx +4lnx +16)8

él

&x?

u

i
32\/1+ x? H

é 2x-7 1
8- 7x- 8Y

(1- 2Inx)

éxin®x+3(x - 1)In*xu
€

é X a

e — x+1lu
e’ x—
é X0
‘§‘2xl\,J

U
¢ 1
& (x+1)g
¢ 1 4
& a
& x(x-1)gq

é3x°+2x U
&3¢ +x° +8}

8x+5 8
€3i4x2 +5x- 1jH

€ x2+3x-1 3

am+$%+1a

M D
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é u

y=./In(x*+4 é X a
( ) g(x2+4)\/ln(x2+4)a

é

y=3Inx+x2 +1 : 1 ga:J, 1 %
Bt o1 % A +Lef

é In2(2x+€/7<) u

1 z 2 6 1 -
= In*(2x+3 e Zn 5 -\ 7/ u
y Z n( X+\/;<) g X3In (2X+&)+X2 2x+\5/§ +55X48
® Jx © ?ex(Z l+e*+ex+2)€J
y=Ing——+ ¢ u
§1+\/1+ex p g a1+e ;
_Inx-1 e 2 CI
y= e 4
Inx+1 @x(lnx+1) A

x é u
y=541 e % 4
2-€ g2-¢)d

X €ex(x3- 2x2- 2x)U

= Xsixz a ( 34 y2)? )E
e (X +X) u

__Inx € 1 U
1+ Inx ex(1+InX)

c 1 ¢

=In(l e u
y=In(Inx) &l
é e u

y=In{e*- 2 &
(=-2) ol
y:In(Se\/xz-l) SXZJ;—“E
e X-1q

1 éx2 + x- 1
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Ejercicios de derivadas

1. Determinar las tangentes de los angulos que forman con el eje positivo de las = las lineas

tangentes a la curva y = 2® cuando ¥ = 1/2 y = —1, construir la grifica y representar
las lineas tangentes.

Solucién.- a) 3/4, b) 3.

2. Determinar las tangentes de los dngulos que forman con el eje positivo de las x las lineas
tangentes a la curva y = 1/x cuando # = 1/2 y x = 1, construir la grifica y representar
las lineas tangentes.

Solucién.- a) -4, b) -1.

3. Hallar la derivada de la funcién y = z* + 322 — 6.

Solucién.- 3 = 423 + 6z.

4. Hallar la derivada de la funcién y = 62 — 2.

Solucién.- y’ = 1822 — 2.

A11. . s o P 22
5. Hallar la derivada de la funcién y = 25 — 5.
.2 szt 2
Solucién.- y' = 7 — =5.
22 —2?241

6. Hallar la derivada de la funcién y = 5

3z°—2x

Solucién.- y' = =

7. Hallar la derivada de la funcién y = 2az® — % +c.
Solucién.- ' = 6aa? — 2%

8. Hallar la derivada de la funcién y = 625 + 42t + 2.
Solucién.- y = 2125 + 103 + 2.

9. Hallar la derivada de la funcién y = v3z + ¢z + %

Solucién.- y' = % +3 3122 -4
10. Hallar la derivada de la funcién y = w
xr2

3(z+1)%(x—1)

Solucién.- ¢y = S
2x2

11. Hallar la derivada de la funcién y = V22 — 2\/z + 5.

Solucién.- y' = %%ﬁ - ﬁ
12. Hallar la derivada de la funcién y = %—f; + T\b/i - %

ol

Solucién.- ¢y = %al’% — %bx_% + %x_ 5.
13. Hallar la derivada de la funcién y = (1 + 42%)(1 + 222).
Solucién.- y' = 4z (1 + 3z + 1023).
14. Hallar la derivada de la funcién y = 2(2z — 1)(3z + 2).
Solucién.- y' = 2(922 + z — 1).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Hallar la derivada de la funcién y = (2z — 1)(z? — 6z + 3).
Solucién.- ' = 622 — 26x + 12.

Hallar la derivada de la funcién y = %
Solucién.- y' = %

Hallar la derivada de la funcién y = 4.
Solucién.- y' = _(aii(;)”

Hallar la derivada de la funcién f(t) = &—12

Solucién.- f'(t) = alCani

e

Hallar la derivada de la funcién f(s) = %
Solucién.- f(s) = 7(5_{321%;4).

Hallar la derivada de la funcién y = Tjj':i 5

z*—22%—622 —2z+1

Solucién.- y' = (—2=2)?

Hallar la derivada de la funcién y = (222 — 3)2.
Solucién.- y' = 8x(2z% — 3).

Hallar la derivada de la funcién y = (22 4 a2)°.
Solucién.- 3’ = 10x(z? + a?)*.

Hallar la derivada de la funcién y = vz2 + a?.

Solucién.- y' = \/ﬁ

Hallar la derivada de la funcién y = (a + x)v/a — z.

Solucién.- 3y = 2%.

Hallar la derivada de la funcién y = /32

1—x°
3 ! 1
Solucién.- y = Toviss:
Hallar la derivada de la funcién y = fj%

1+412

Solucién.- y' = <.
z2(1422)2

Hallar la derivada de la funcién y = Va2 +z + 1.
2x+1

Hallar la derivada de la funcién y = (1 + ¢/x)3.

Solucién.- y’ =

2
Solucién.- ' = (1 + 3%/?) )
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Hallar la derivada de la funcién y = sin® z.

Solucién.- y' = sin 2z.

Hallar la derivada de la funcién y = 2sinz + cos 3.

Solucién.- 3’ = 2cosz — 3sin 3x.

Hallar la derivada de la funcién y = tan(az + b).
Solucién.- y' = o (et

sin x
l+4cosx*

Hallar la derivada de la funcién y =

_1
1+cosz*

Solucién.- y =
Hallar la derivada de la funcién y = sin 2z cos 3z.
Solucioén.- 3’ = 2 cos 2z cos 3z — 3 sin 2z sin 3.
Hallar la derivada de la funcién y = cot? 5z.

Solucién.- 3 = —10cot 5z csc? 5.

. Hallar la derivada de la funcién f(t) = tsint + cost.

Solucién.- f/(t) = tcost.
Hallar la derivada de la funcién f(t) = sin®t cost.
Solucién.- f'(t) = sin?¢(3 cos? t — sin® ).

Hallar la derivada de la funcién y = av/cos 2x.

asin 2z

Vcos2z "

Solucién.- y = —

Hallar la derivada de la funcién y = étan2 x.

Solucién.- 3 = tan x sec? x.
Hallar la derivada de la funcién y = Incos x.
Solucién.- ' = —tanz.

Hallar la derivada de la funcién y = Intan .

2

Solucién.- y' = 5.

Hallar la derivada de la funcién y = Insin® z.

Solucién.- 3’ = 2cot z.

tanxz—1

Hallar la derivada de la funcién y = *22==.

Solucién.- y' = sinx + cos x.

Hallar la derivada de la funcién y = In }*Sf“".
—Ssin T
. ;1
Solucién.- y' = .

Hallar la derivada de la funcién f(z) = sin(lnz).

cos(Inz)

Solucién.- f'(z) = ==
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

55.

58.

59.

60.

Hallar la derivada de la funcién f(x) = tan(lnz).
Solucién.- f'(z) = aeLQ(ziz)

Hallar la derivada de la funcién f(x) = sin(cos z).

Solucién.- f'(z) = —sinx cos(cos ).

Hallar la derivada de la funcién y = In 132
.2 2

Solucién.- y' = .

Hallar la derivada de la funcién y = logy (22 — sin ).

s 2 o 2r—cosx
Solucién.- y' = i) 3

Hallar la derivada de la funcién y = In {f;;
Solucién.- y' = 4%

Hallar la derivada de la funcién y = In(x? + ).

Solucién.- y' = zfjr';

Hallar la derivada de la funcién y = In(x® — 2z + 5).

3022
z3—2x+5"

Solucién.- y' =
Hallar la derivada de la funcién y = zlnz.
Solucién.- y' =Inz + 1.

Hallar la derivada de la funcién y = In® z.

3In?x

Solucién.- y' =

. Hallar la derivada de la funcién y = In(z + V1 + 22).

A o 1
Solucién.- y' = T

Hallar la derivada de la funcién y = In(Inz).

Solucién.- y' = —.

. Hallar la derivada de la funcién y = e(4*+5),

Solucién.- y' = 4e(4#+9),

. Hallar la derivada de la funcién y = a’.

Solucién.- y' = 224" Ina.

Hallar la derivada de la funcién y = 7(2*+20),

Solucién.- y' = 2(z + 1)7"+2) In 7.
Hallar la derivada de la funcién y = e*(1 — x2).
Solucién.- y' = (1 — 2z — 22).

e’—1

Hallar la derivada de la funcién y = &

Solucién.- y' = (Efﬁ
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61.

62.

63.

64.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

sin x

Hallar la derivada de la funcién y = €

Solucién.- y = 5" % cos x.

Hallar la derivada de la funcién y = a*" ",
Solucién.- ' = nat® " sec? nx In a.

COS T

Hallar la derivada de la funcién y = ¢ sinx.

Solucién.- y = 3% (cosx — sin® z).

Hallar la derivada de la funcién y = e” In(sin z).

Solucién.- ¥’ = e”(cot z + In(sinz)).

. Hallar la derivada de la funcién y = T,

‘2 11
Solucién.- y' = z= (%)

Hallar la derivada de la funcién y = ™%,
Solucién.- ' = z™* 1 1na?.

Hallar la derivada de la funcién y = 2®.
Solucién.- y' = 2*(1 + Inz).

Hallar la derivada de la funcién y = e*".
Solucién.- 3 = e*" (1 4 Inz)z®.

Hallar la derivada de la funcién y = arcsin(z/a).

Solucién.- y' = 7\/172

a?—z2"
Hallar la derivada de la funcién y = (arcsin x)2.
Solucién.- y' = %
Hallar la derivada de la funcién y = arctan(z? + 1).
Solucién.- y = H(jfﬂrw
Hallar la derivada de la funcién y = arctan( 132 ).

.2 /I 2
Solucién.- y' = 755.
Hallar la derivada de la funcién y = 2€252
i6n.- ¢ = —@+viteZarccosa)
Solucién.- y' = VI .

Hallar la derivada de la funcién y = = arcsin x.

Solucién.- 3’ = arcsinz + ——2—.
Y T
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Derivadas de orden superior

Ejercicio I1.12. Calcular las derivadas parciales de orden 2 de:
= flz,y) = 755
- flay) = Vot
o f2,y,2) = 2y?23 + 3y.

Calcular:

3
- %7 con f(z,y) = zy*z — 2yz + xy2>.

Derivadas parciales

Ejercicio I1.13. Calcular las derivadas parciales de:
w flr,y) =2 —ay + 2%
» f(x,y) =sin (ﬁ),

» f(z,y,2) = ay?2® + 3y;

v f(r1,22,...,2N) = \/Z;V:l(xjﬁ (el mdédulo de x);

w f(z,y,2) = 2% 4+ 2%y® — 2%
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EJERCICIOS DE DERIVADAS PARCIALES.

1. En cada ejercicio hallar g—z,g—z de la primera forma y comprobar usando la segunda

X oy
forma: a) z=1In/x* +y? = %[ln(x— y)+In(x+ y)]

-y N —y

y y _ )
b) z=e" 8 LR Sl A
2 2
(x-2%+y> 1
¢) z=In |[————— =—|ln|(x-2)" + In[(x+2)" +
N et L e AR L CLE A
Jdz 0z
2. Siz=@x"+ y Hsen(x” + y %), demostrar que y——-x—=0
ox dy
x dz 0z
3. Demostrar que la funcién z = y*sen = satisface la ecuacién: xa—+ ya— 2z
X y
I
4. Si z=xe”, entonces xa—+y % =0
ox dy
y 2 2
5. Demostrar que U = tan™ (;j es una solucién de J 12] + J [2] =
ox dy
2
6. Siz=f al +2y , demostrar que x%+y% 0
y ox ~ dy

dG(y) dz dF(x)dz _
dy ox dx dy
,0U
ox*
9. Demostrar que la ecuacion diferencial del problema 8§ se satisface por
U= f(x—ct)+ g(x+ct), donde f(u) y g(v) son funciones cualesquiera.
10. En los siguientes problemas, hallar las segundas derivadas parciales

f.r.r ’ f 2 f.n' > f X :

10.1. f(x,y)=5x*y* +2xy

102, f(xy)=""1
y—=1

7. Siz=f(F(x)+G(y)), demostrar que

. o°U
8. Si U =sen(x— ct)+ cos(x + ct), entonces e =
t

103. f(x,y)=e"
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10.4. f(x,y) =In(x* +y?)

10.5. f(x,y)=+/x>+y°

10.6. f(x,y)=x"ye"
11. En los siguientes problemas, utilizar la Regla de la Cadena para hallar % .
t

Comprobar la respuesta escribiendo z en forma explicita como una funcién de t y
Derivando directamente co respecto a t:

1Mlz=x+2y;x=3t;y=2t+ 1

1.1 z=3x" +xy; x =t + l; y=1-2t

112. z=2;x=t5 y=3t
X

113. z=2;x=2ty="
y

114 2= x=frliy=1-¢
x—y

11.5.z=02x + 3y)2; X = tz; y=2t

11.6. 2= (x—y*)’; x =2t; y = 3t

117.z=xy;x =€ y=¢"

1 1
11.8. z=x2y3;x=e";y=e
12. Si U = sen(x — ct) + cos(x + ct), entonces:
’U , U
=c” -
ort? ox*
(Téngase presente que: ce IR, constante, y ademads: (sen(v))’= cos(v)-v’;
(cos(v))’=-sen(v)-v’)

y
13. Demostrar que U = tan” (;j es una solucion de la ecuacién diferencial en

derivadas parciales:

o’V  o’U
Tt = 0
ox*  dy
(Téngase presente que (tan (v))’= | ')

+v?
14. Héllese la derivada de w respecto a u, sabiendo que:
W =F(x,y,z); x = f(u,v); y = g(u,x); z = h(u,v)
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Esercizi sulle derivate parziali

Andrea Simocelli

ESERCIZI SULLE DERIVATE PARZIALI PRIME

di Andrea Simoncelli

n f(x,y)=x*-3xy—4y* —x+2y+1
MXY) 9y _3y-1
OX

ACY) - gx_gy+2
oy

E f(x,y) =x®+10xy +8y
AXY) _ 3y +10y
X

FHY) _10x48

Bl f(x,y)=In(¢ +y?)
of (x,y)  2x

x  Xt+y?
ofxy) 2y

oy  x+y’

n f(X,y)=3x*=5xy+4y* —2x+3y -2
of (x,y)
OX

M=—5x+8y+3

=6x-5y-2

E f(x,y)=x3+4x*y —12xy* + 2y°
of (x,y)
OX
of(x.y) _ ay?

=3x% +8xy—12y?

—24xy +6Yy°

E f(x,y)=x®-12x%*
af (XV y) — 6X5 _36X2y2
OX

MOY) _ ppy
&

X_
f(x,y>=x+§

of (X,y) X+y-x+y 2y
x (x+y)2 _(x+y)2

o(xy) —-x-y-x+y  2X
o (x+y)2 - (x+y)2

E f (Xx y) _ e3xz+2yz—xy

af (X, y) — (6X— y)e3x2+2yzfxy

OoX

6f (Xl y) — (4y _ X)e3x2+2y2—xy

oy
B fon=e-y’
ofxy) X

OX \/Xz_yz
ofxy) Y

oy Xz_yz
m f(x,y)=In(x+Iny)
ofxy) 1

x x+Iny
of (x,y) _ 1

oy y(x+Iny)
m f(X,y) =+/4x’ =5y
of (x,y) _ 4x

2 J4x? -5y
of(xy) __ 5

oy 2./4x% —5y

m f(x,y)=xyln(x+y)
oA (xy)
OX

of (x,y)

:xln(x+y)+XA

:yln(x+y)+l
X+Yy

+y
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Esercizi sulle derivate parziali

Andrea Simocelli

m f(X,y) =X +/2x+y +13y
AXY) 5.2 1
—— =3t

ox 2x+y
ofxy)_ 1

oy 22x+y

+13

B3 (xy)=xtgy

axy) _

ot

o (xy) _
oy

X
cos’ y

m f (X, y) =cos(x? +y) 16)

of (xy) _ 2
o —2xsen(x + y)
arexy) —sen(x* +y)
KE f(xy)=yer—xe’
af (X, y) — yzex _2xey
OX
af (X! y) — Zyex _ Xzey
o
3 3
X"ty

of (xy) _ 3¢ (X +y?)-2x (X +y°) _ X 43¢y 2%y

ox (x2+y2)2 (X2+y2)2
of(xy) _ 3y (¢ +y?)-2y(x*+y°) _y 3y -2xy
oy (x2+y2)2 (X2+y2)2

B 1y = ax-1sy

of(xy) _~ 4x
OX \/4x2 -15y

of (x,y) __ 15
oy 2,/4x% ~15y

m f(x,y)= sen(\/ﬁ+ y)
O ooy +y)

of (x.y)
oy

m f(x,y)=sen(x2—y2)

of (x,y)
OX

2

:cos(\/my).[

= 2xcos(x* - y?)

axy) _

v =—2ycos(x" —y?)

X
2%y

y
Xy

:
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Calculo de gradientes

Calcular el gradiente de las siguientes funciones:
w f(x,y,2) = ze¥z
. fley2) = a4yt - 2

= ANADIR PROBLEMAS

Derivadas direccionales

Ejercicio I1.14. Calcular la derivada direccional de f(z,y) = x%eY en 2y = (2,0) a lo largo de
la direccion 4 = (1,1).

Ejercicio I1.15. Calcular la derivada direccional de f(x,y,z) = ;7 en 2o = (4,1,1) a lo largo
de la direccion 4 = (1,2,3).

Ejercicio IL16. Calcular la derivada direccional de V (z,y, z) = 5a23zy +zyz en P = (3,4,5)
a lo largo de la direccion 4 = (1,1, —1).

Ejercicio I1.17. Dada la calota z = 1000 — 0,012 — 0,02y2, cudl direccion se ha de tomar para
llegar mds rdpidamente a la cima a partir del punto P = (60,100)?

Ejercicio I1.18. Dado V = 52% — 3xy + xyz, cudl direccion se ha de tomar para mazimizar V

a partir del punto P = (3,4,5)?

Calculo de matrices jacobianas

Ejercicio I1.19. Calcular la matriz jacobiana de f(x,y) = (x2 —i—cos(y),yem) y su determi-
nante.

Ejercicio I1.20. Calcular la matriz jacobiana de f(x,y,z) = (x +e* + y,ny’Q).
Ejercicio I1.21. Calcular la matriz jacobiana de f(x,y) = (zye™, xsin(y), —3zy).

Ejercicio I1.22. Calcular la matriz jacobiana de f(xz,y) = ylog(z).

Funciones implicita e inversas
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CALCULO DIFERENCIAL. HOJA DE PROBLEMAS 10.

TEOREMAS DE LA FUNCION INVERSA Y DE LA FUNCION IMPLICITA.

1. a) Estudiese si la funcion f(z,y) = <%, %) tiene inversa en un entorno de (0,1).

b) Pruébese que la funcion f(z,y,z) = (zcos(xy), zsin(zy), x + z) admite una inversa local g
alrededor del punto (z,y, z) = (1,0,1); calctalese Dg(f(1,0,1)).

¢) Pruébese que la funcion f(z,y) = (e* cosy, e”siny) es localmente invertible en un entorno de

cada punto, pero no lo es globalmente.

2. Sea ¢(r,0) = (rcosf, rsinf). Pruébese que ¢ es localmente inversible en cada punto (r,6) con
r > 0, de clase C*°. Calciilese una inversa de ¢ en el conjunto A = {(z,y) € R% 2 > 0,y > 0}.

- : : or Or 00 96
Calctlense las derivadas parciales 37, oy 0z Oy

3. Resolver las ecuaciones
x = rsinf cos ¢
y = rsinfsin ¢
z=rcosf
para r, 0, ¢ en términos de z,y, z. ;{Donde es diferenciable la funcion inversa? Comparar con las conclu-
siones derivadas de aplicar el teorema de la funciéon inversa. A este cambio de coordenadas se le llama

coordenadas esféricas.
4. Sea g : R? — R3 definida por g(z,y, z) = (%Y + €2%,e2 — €2, 2 — y)
1. Pruébese que g es diferenciable en todo punto de R3 y que admite inversa diferenciable en un

entorno de cada punto.
2. jAdmite g inversa global?

5. Considérese el sistema de ecuaciones:
3t4+y—z+ut=0
r—y+2z4+u=0
204+ 2y —324+2u=0

Determinese si el sistema puede resolverse en las siguientes condiciones:
1. para (x,y, z) en funcion de u;
2. para (z,y,u) en funcion de z;
3. para (z,z,u) en funcién de y.

6. Sea f:R? — R2 definida por f(z,y, z,u,v) = (u+v + 22 — 3 + 22, u® + 0% + u — 22yz). Pruébese

que f define, en un entorno de (0, 0,0, —%, %), una funcién implicita diferenciable

(u7 U) = (hl (‘Tv Y, Z)v h?(xv Y, Z))
y calcilese Dh(0,0,0).

7. Supdngase que F(x,y,z) = 0 define implicitamente cada variable como funcion de las otras dos.

Probar que

0y 0z Ox

0xdy 0z
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El término dy/0x significa dg/dx, donde y = g(z, z), y andlogamente para los demas.
8. Sea f: R — R definida por

4 a?sin(d) siz#0
2 b
flz) = S
0 sixz=0.
Probar que f es diferenciable en todo punto, con f’(0) # 0, pero f no es inyectiva en ningin entorno
de 0. j Contradice esto el teorema de la funciéon inversa?

9. Supongamos que f : R” — R" es diferenciable e invertible en un entorno de un punto a, y que
det Df(a) = 0. Probar que f~! no es diferenciable en f(a).

10. Supongase que F' satisface las hipdtesis del teorema de la funciéon implicita, salvo que F' no nece-
sariamente es de clase C! en las dos variables 2 e y, sino solamente en ¥, es decir, que todas las
derivadas parciales 9F;/dy; son continuas. Demostrar directamente (sin usar el teorema de la funcion
inversa) que existen entornos U de a y V de b y una tnica funciéon continua ¢ : U — V tal que
F(x, (p(l‘)) = (. Indicacién: Puede suponerse (a,b) = (0,0). Sea L = 0F/8y(0,0). Probar que existen r, s > 0 tal que
para todo x € B(z, s) la aplicacion G (y) = y — L™ o F(z,y) tiene un tunico punto fijo, que denotaremos y., en B(0, 7).
Escribir ¢(z) = ya, y probar que F(z,p(x)) =0, y que ¢ es continua.

11. Sea f: R? — R? una aplicacién de clase C', y supongamos que

o5 _op on __on
Oz oy’ Oy Ox

(a estas igualdades se les llama ecuaciones de Cauchy-Riemann, y surgen naturalmente en la teoria

de variable compleja. Probar que det Df(z,y) # 0 si y solo si Df(x,y) = 0, y por tanto que f es
localmente invertible en un entorno de (z,y) siy solo si Df(z,y) # 0. Probar también que en este caso

la funcién inversa f~! también satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

12. Calculese el desarrollo de Taylor hasta el orden 2 de la funcion z = f(x,y), definida implicitamente
por 222 + 2y + 22 — 8xz — 2 + 8 = 0 en un entorno de (2,0, 1).
13. Calculense las constantes a y b sabiendo que
1. El sistema
F(z,y,2) =x +asiny — 22 =0
G(z,y,2) =2 —a*y?> +e* =1
define implicitamente las funciones de clase infinito y = f(z), 2 = g(z), en un entorno de (0,0, 0).
2. El polinomio de Taylor de segundo grado de g en 0 vale 0 para = = b%.

3. La funcién h = f — g tiene un maximo relativo en z = 0.

14. Sea a > 0, definimos f : B(0,a) — R™ como f(x) = % Pruébese que es biyectiva,
a?—x{——x7

diferenciable y con inversa diferenciable (difeomorfismo).
15. Demuéstrese que las ecuaciones:
22—y +uw =0
zy+u?—v2 =0
definen funciones implicitas u(z, y), v(z, y) en un entorno del punto (z,y,u,v) = (0,1,1,1). Considérese
ahora la funcion: p(z,y) = (u(x,y),v(z,y)), definida en un entorno de (0, 1).

1. Calculese Dp(0,1). jAdmite ¢ inversa local alrededor de (0, 1).
2. Calctilese la derivada direccional de ¢! en (1,1), segtin la direccién (1/v/2, —1/v/2).
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3.

Si y(t) = (t,1?), {cuanto vale (9~ o)/ (1)?

16. Sea f : R? — R? la funcién f(z,y) = (22 + 32, 2zy).

1.

~N O Ut = W N

9.
10.
11.
12.
13.
14.

Héllese la imagen mediante la funcién f de las circunferencias 22 + y?> = R? y las hipérbolas
Ty = c.
En cada uno de los casos anteriores hagase un dibujo indicando cémo se mueven los puntos

de la imagen cuando los puntos del original describen las figuras indicadas.

. Hallese la imagen mediante f del disco {(x,y) € R?: (z —1)2+4 (y — 1) < 1}.

. Héllese la imagen de f.

. Encuéntrese un subconjunto conexo A de R? tal que f(A) = f(R?) y f|a sea inyectiva.
. Hallese la inversa de la funcion f|4 y estidiese si es diferenciable.

. Calcilese la matriz jacobiana de f en un punto arbitrario (o, o).

. Si (w0, y0) € R? es tal que el jacobiano de f en ese punto es no nulo, hallese la matriz jacobiana

de una inversa local de f en (m% + y%, 2x0Y0)-

. Demuéstrese que el conjunto {(z,y) € R? : f tiene jacobiano no nulo en (z,y)} se puede poner

como la unién de cuatro conjuntos, A1, Ao, As, Ay, abiertos conexos.

Muéstrese que para ¢ = 1,2, 3,4 la funcién f|E es inyectiva.

Calctlense las inversas de las funciones del apartado anterior.

Sea ig € {1,2,3,4} tal que A;, N A # 0. Hallese f(A;,) y compruébese que es abierto.
Demuéstrese que la inversa de f |A710 es de clase C™ en f(A;,) y hallese su matriz jacobiana.
Compaérese el apartado anterior con los apartados d), e) y g).

(Es posible definir una inversa local diferenciable de f en un entorno del punto (2,2)?

17. Sea f(x,y) = 2 + 2 + 4.

A i

© ®» N>

Represéntense las curvas de nivel de la funcién f para valores proximos a 0.

Sea G : R — R? la funcion G(z,y) = (z, f(x,y)). Demuéstrese que G es inyectiva.
Represéntense las imagenes mediante G de las curvas del apartado a).

Calctlese el jacobiano de G.

Demuéstrese que D = G(R?) es abierto y que la inversa de G, que denotaremos H, es de clase
C>® en D.

Compruébese que f(H(z,y)) =y, Y(z,y) € D.

Hagase un estudio analogo para la funcién f(z,y) = 22 +y? considerandola definida en R?\ (0, 0).
1 Qué ocurrirfa en g) si aniadiésemos (0,0) al dominio de f? Expliquese la respuesta.
Generalicense los resultados obtenidos.

18. Sea F : R? — R la funcién

F(z,y,2) =2 +y* + 22 — 222 — 4

yseaV ={(z,y,2) €eR®: F(x,y,2) =0}

A i

o

Represéntese V' gréaficamente.

Demuéstrese que {y € R: F(z,y,2z) =0} =[-2,2].

Demuéstrese que para cada punto (z,y) € R x [—2,2] existe un z € R tal que F(z,y,z) =0.
{En qué casos el z obtenido en el apartado anterior es tinico?

Encuéntrese una funcion f : R x [-2,2] — R, de clase C* en R x (—2,2), tal que para cada
(x,y) € R x [—2,2] se verifique que F(x,y, f(z,y)) = 0.

i Es tinica la funcién del apartado anterior?

Hallese la matriz jacobiana de F'.
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8. Sea (xo,y0,20) € V tal que %—Z(J;o,yg,zo) # 0. Demuéstrese que existe una tunica funcion ¢ de
clase C° en un entorno U de (g, yo), tal que p(zo,y0) = 20 v F(z,y, o(z,y)) =0 V(z,y) € U.
Comparese con el apartado f).

9. ;Es posible encontrar una funcion ¢ de clase C* en un entorno U de (0,2) tal que ¢(0,2) =0
y F(z,y,¢(z,y)) =0V(z,y) € U?

10. Resuélvanse las cuestiones andlogas cambiando x por z e y por z en el apartado anterior.
19. Se considera el sistema de ecuaciones
22—yu =0
zy+uv =0
1. Usando el teorema de la funcién implicita, indiquese en qué condidiones se puede resolver el

sistema en u y v.
2. Resuélvase el sistema directamente y comparese con el apartado a).

20. Demuéstrese que las ecuaciones
2?2 —y? —ud + 0?4 =0
20y +y? —2u? + 301 +8 =0

determinan funciones de clase C*°, u(x,y) y v(z,y), en un entorno de (2,-1), tales que u(2,—1) =2y
v(2,—1) = 1. Calcular g—’; en (2,-1).

21. El punto (1,-1,1) pertenece a las superficies 23(y3 4+ 2%) = 0y (2 — y)? — 22 = 7. Demuéstrese que,
en un entorno de este punto, la interseccion de las dos superficies determina una curva de clase C* de
ecuaciones y = f(z), z = g(x). Calcilese la tangente a dicha curva en x = 1.
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15. En los siguientes ejercicios, derivese implicitamente para obtener las primeras
derivadas parciales de z:

15.1. x> +y* +2° =25
152.xz+ yz+xy=0
15.3. tan(x + y) + tan(y + z) = 1 (Téngase presente: (tan(v))’= secz(v)~v’)
15.4. z=€e"sen(y + x)

16. Derivese implicitamente para obtener las primeras derivadas parciales de w:
16.1. xglz + XZW — yZW + wi=5
16.2. x> + y* + 2> + 6xw — 8w? = 12

17. Funciones Implicitas y Jacobianos:

17.1.S1U = x3y; X+ y=t; X2+ y3 = tz; hallese dd—U
t
17.2.Siv* —v=3x + y;u— v =x-— 2y; encontrar, por dos métodos.

ou
a) a

v
b &
)Bx

173.Six=u-v+w;y= > —v2—w% z=1u® + v, hdllese el Jacobiano:
I(x,y,2)
a(u,v,w)
G)

17.4. Evaluar GL si F(u,v) = 3u’ —uv; G(u,v) = 2uv’ +v°

Jd(F;G;H) en

17.5. Si F = x + 3y* - 2°; G = 2x’yz; H = 227 — xy; hillese
(x,y,2)

el punto A(1,-1,0).
17.6. Siu = f(x,y), v = g(x,y) son funciones diferenciables, demostrar que:

Ju ox v 8x_1

ox du ox dv
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. . +o0 k(-1 1 2k4+1 o
13. arcsinhz =Y %) (1) (<2k)!? St |z] <18
- Foo g2ktl 7
14. arctanha = > %) lz] <1

Esercizio 53. Si diano le definizioni di exp(2) e di 7 e si dimostri (nella maniera
pitt completa possibile) che exp(ir)= —1.

Esercizio 54. Data p.(z) € C*°, ¢.(z) > 0 con supp(¢.) = [0, €], si costruisca
g € C*, monotona non decrescente tale che g.(z) = 0 per z < 0e g.(z) =1
per z > . Si calcolino le serie di Taylor di g inx=0ex =c¢.

1.5 Teorema delle funzioni implicite e della fun-
zione inversa

Esercizio 55. Sia M una matrice di funzioni nella variabile ¢: ¢ — M(t) ; dire-
mo che M (t) é continua <= M, ;(t) € una funzione continua V1, j. Dimostrare
che :

M(t) é continua <= Ve >0, 30 t.c. |[M(t)— M(to)| <e,V|t—1to] <6

Esercizio 56. Si consideri la funzione f : y € R?2 — f(y) = (f1(y), f2(y)) €
R? definita come:
fi=yi+yicosys fo=va+ui

Si dica se f ¢ invertibile in un intorno di yo = (0,0) e se si, si dia una stima di
r in modo che valga la condizione del teorema della funzione inversa.

Esercizio 57. Sia
flz,y) = |z|*> + y?* — 221 + dag — 6y — 11
con r € R2, y € R.

1. Quante soluzioni g di classe C*° in un intorno del punto zy = (1,-2),
esistono per I'equazione f(z,g(xz)) =07

2. Si verifichi che se g(zo) > 0 allora g ha un massimo relativo stretto in .

60sservare che arcsinhz = —i arcsin iz

7Osservare che arctanhz = —iarctan iz oppure che arctanhz = %bg (ifz

11—z

16
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Esercizio 58. 8
Sia v € R™ un vettore di norma minore o uguale a 1 e sia

f(z) =z +vsin|z*.

Si dica se f & invertibile in un intorno di z = 0 ed in caso affermativo si trovi
un 7 > 0 tale che f~! sia definita su B,(0).

Esercizio 59.
1. Dimostrare che in un intorno di (0,0) I'equazione
e g 2y% + 2siny = 1
definisce una funzione y = f(z).
2. Dare una stima sull’intorno di definizione delle f.

3. Calcolare

lim /(@) .

0 22

8Questo esercizio pud essere formulato nella seguente maniera equivalente:
Sia v € R™ un vettore di norma minore o uguale a 1 e sia

f(z) =z +vsin|z|?.

Si dica se I’equazione

f@) —y=0
ammette una soluzione x = g(y) in un intorno di y = 0 ed in caso affermativo si trovi un r > 0
tale che g sia definita su B, (0).

17
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Teorema delle Funzioni Implicite

Sia F' una funzione di due variabili definita in un opportuno dominio D di
R2. Consideriamo I'equazione F(z,y) = 0, questa avra come soluzioni coppie
di valori (z,y) che formeranno un luogo geometrico sul piano cartesiano.
Questo corrispondera ad una curva di livello della funzione F'.

Alcuni esempi

Esempio 1 Consideriamo F(z,y) = 2% + y?> + 1 = 0. In questo caso non
esiste nessuna coppia (z,y) che soddisfa questa equazione.

Esempio 2 Consideriamo F(z,y) = 22 + y?> = 0. In questo caso l'unica
soluzione ¢ data dall’origine degli assi (0,0).

Esempio 3 Consideriamo F(z,y) = 2% + y?> — 1 = 0. Finalmente un vero
luogo geometrico, una circonferenza di centro 'origine e raggio 1.

Esempio 4 Consideriamo F(z,y) = 22 — y? = 0. La soluzione & data dalle

due bisettrici y =z e y = —x.

Questi esempi mostrano che possono accadere varie situazioni, 'unica
cosa in comune ¢ il fatto che possiamo trovare le soluzioni esplicitamente.
Ora consideriamo F(z,y) = e®¥ —xz—1+y. In questo caso ¢ piuttosto difficile
dire come ¢ fatto il luogo geometrico F(z,y) = 0 al piui ci possiamo trovare
qualche soluzione, ad esempio possiamo osservare che (0,0) ci fornisce una
soluzione dell’equazione.

Ci piacerebbe almeno sapere se vicino al punto (0,0) ci sono altre soluzioni,
I’ Esempio 2 ci mostra che in generale cid non & detto.

Inoltre ci chiediamo se, almeno localmente, tutte le soluzioni dell’equazione
F(z,y) = 0 si possono rappresentare tramite una funzione della sola z op-
pure tramite una funzione della sola y, ovvero se esiste una funzione f tale
che F(z, f(z)) = 0 o esiste una funzione g tale che F(g(y),y) = 0.
Consideriamo I"Esempio 3, fissiamo ad esempio il punto (0, 1) che ¢ soluzione
dell’equazione F(z,y) = 0. In questo caso possiamo rappresentare local-
mente le soluzioni tramite i punti del tipo (z,v1 — 22), quindi f sara uguale
V1 —22. Se invece consideriamo il punto (1,0) ci accorgiamo che in un in-
torno di questo punto non esiste un’ unica funzione f tramite la quale poter
rappresentare le soluzioni; infatti nell’ intorno di questo punto le soluzioni
sono date da tutti i punti del tipo (z,+v1 — x2). D’altra parte in questo
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caso esistera una funzione g = /1 — y2, tale che tutte le soluzioni si potran-
no rappresentare in un intorno del punto tramite g, ovvero saranno del tipo
(9(v), )

Nell’ Esempio 4 nell” intorno dell’ origine non riusciamo a rappresentare
le soluzioni ne tramite una funzione della x ne tramite una funzione della y.

Dopo aver visto tutte queste possibilita ¢ arrivato il momento di enun-
ciare il Teorema delle funzioni implicite, noto anche come Teorema del Dini.
Questo rispondera a qualche nostra domanda.

Teorema 1 Sia D un aperto di R?, sia F € CY(D), sia (z0,40) € D,
supponiamo che le sequenti ipotesi siano verificate

i) F((xo,y0)) = 0;

i) Fy((wo,90)) # 0.
Allora esistono due costanti positive a e b ed una funzione f : (zg — a,xo +
a) = (Yo — b,yo +b), tali che

F(z,y) =0 in (0 — a, 20 + @) X (yo — b,yo + ) < y = f(x)
Inoltre f € CY((xo — a,20 +a)) e

N )
7@ =% G 1)y

Ovviamente sard f(zg) = yo ed in realta, in generale, questo ¢ I'unico
valore che conosciamo esplicitamente per la funzione f, per il resto sappiamo
solo che esiste e che la sua derivata si scrive in una certa forma implicita.
Dimostrazione de Teorema. Sappiamo per ipotesi che F'((zg,%0)) =0 e
che Fy((zo,y0)) # 0, consideriamo il caso in cui Fy((zo,y0)) > 0, laltro caso
& completamente analogo. Per il teorema della permanenza del segno esistera
un intorno del tipo (zo—p, Zo+p) X (yo—b, yo+b) con p e b opportune costanti
positive in cui Fy rimarra di segno strettamente positivo. Dal momento che
F(z0,y0) = 0 e la funzione ¢ crescente in y avremo che F(zg,yo +b) >0 e
F(z0,y0 — b) < 0, applicando ancora il teorema della permanenza del segno
alle funzioni F'(-,yo + b) e F(-,yo — b) (mettiamo il punto per indicare che
pensiamo F' come funzione solo di quella variabile) avremo che esistera una
costante a < p tale che

F(z,yo+b) >0, F(z,y0—b) <0 perogniz € (xo — a,zo + a).
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A questo punto per ogni z € (z¢ —a, zo+ a) fissato possiamo considerare
la funzione F(z, -) pensata come funzione della sola y. Applicando il teorema
sull’ esistenza degli zeri avremo che

Vz € (zg — a,xzo +a) Iy € (yo — b,yo + b) tale che F(z,y) =0.

Questo dimostra la prima parte del teorema la funzione f € individuata dalla
proprieta precedente.

Vediamo la seconda parte. Fissiamo = € (zg — a,zo + a). Per ogni
h piccolo vale 'uguaglianza 0 = F(z + h, f(x + h)) — F(x, f(z)), questo
semplicemente per come & definita la funzione f. Ora riscriviamo il secon-
do membro dell’ uguaglianza precedente utilizzando il teorema di Lagrange
valido in piu variabili (pag. 66 Vol II/1). Abbiamo che per ogni h esiste
6 € (0,1) tale che

0= Flo+h fz+h) — Fla, f(2)) =

Fy(x+6h, f(z) +6(f(z+ h) — f(z)))h+ (1)
Fy(z +6h, f(z) +0(f(z +h) — f(2))(f(z+h) — f(z))
Percio abbiamo

_ Fy(z+6h, f(z)+0(f(x+h)—
- Fy(x+6h, f(z) +0(f(z+h) —

e+ h) — f(@) jf‘x)? A

()

Dal momento che F}, sara pitt grande di un’ opportuna costante positiva in
(xo —a, o+ a) X (yo — b, yo + b), avremo che esiste una costante positiva M
(dipendente da F, e F})) tale che

|f(z+h) = fz)] < M|h|

e quindi la funzione f sara continua in z. Dall’ arbitrarieta di x si ha la
continuita in tutto l'intervallo.

Per dimostrare la derivabilita ripartiamo dall’'uguaglianza (1) e ottenia-
mo

o+ h) = f@) _ Fulw+60h, f(x) +6(f(@ +h) - f(2))

h Fy(x +0h, f(x) + 0(f(x + h) — f(2)))
passando al limite per h tendente a zero e utilizzando la continuita ora nota
della funzione f, avremo che tale funzione risultera derivabile con derivata

proprio uguale a —%.
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Si puo dimostrare che se F ha regolarita C*(D) allora anche la funzione
f definita in modo implicito avra la stessa regolarita. In particolare se F' ha
derivate parziali continue fino al secondo ordine si avra

FUZFm — 2F, FyFyy + Fnyy

f,l(z) == 3
Y

(z, f(x)).

Esempio 5 Riprendiamo la funzione F(z,y) = ™ — z — 1 + y, studiamo
il problema F(z,y) = 0. Abbiamo visto che F(0,0) = 0, ora vediamo se
possiamo applicare il Teorema del Dini, consideriamo le derivate parziali di
F rispetto ad x ed y.

Fr(xvy) :ye$y+17 Ej(ﬁy) =ze™ — 1.

Osserviamo che Fy(0,0) = —1 # 0, allora possiamo applicare il Teorema
e quindi siamo sicuri che esiste una funzione f(x) tale che le soluzioni del
problema sono date localmente dai punti (z, f(z). Questo ci dice in partico-
lare, che esistono altre soluzioni dell’ equazione F(z,y) = 0 e aggiunge una
informazione interessante circa queste soluzioni.

Inoltre tramite la seconda parte del Teorema abbiamo che possiamo anche
calcolarci f/(0), questa sara uguale ad 1

Esercizio 1 Dimostrare che equazione F(z,y) = e*sin(y)+e¥ cos(z)—1 =
0 definisce implicitamente in un intorno di (0, 0) una funzione y = f(x) tale
che F(z, f(z)) = 0. Dire se in 0 la funzione f ammette max o min relativo.

Ssin(y) + ycos(z) — m = 0. Di-

Esercizio 2 Data l'equazione F(z,y) = z
mostrare che

i) esiste un unico yo tale che F(0,y0) = 0.

ii) l'equazione definisce implicitamente in un intorno di (0,yp) una fun-
zione y = f(z) tale che F(z, f(x)) = 0.

iii) Calcolare il polinomio di Taylor di ordine 2 della funzione f(z).

Esercizio 3 Dimostrare che ’equazione F'(z,y) = efan(@ty) _ g3y —1=0
definisce implicitamente in un intorno di (0,0) una funzione y = f(x) tale
che F(z, f(z)) = 0. Dire se in 0 la funzione f ammette max o min relativo.

Esercizio 4 Dimostrare che I'equazione F(z,y) = y+ 22 sin(y) +z cos(y) +
2y = 0 definisce implicitamente in un intorno di (0,0) una funzione y = f(x)
tale che F(z, f(z)) = 0. Calcolare

lim @)t

—0 x2
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Abbiamo visto che il Teorema del Dini ci assicura, sotto opportune ipote-
si, che una equazione F(x,y) = 0 definisce implicitamente una funzione
f(z) tale che F(x, f(z)) = 0, ovviamente con le opportune modifiche que-
sta definira implicitamente anche una funzione g(y) tale che F(g(y),y) = 0.
Infatti vale il seguente risulatato.

Sia ' € C1(D), sia (x0,%0) € D, supponiamo che

i) F((zo,0)) = 0;

ii) F((20,90)) # 0.

Allora esistono due costanti positive a e b ed una funzione g : (yo—b, yo+b) —
(zo — a,x0 + a), tali che

F(z,y) =0 in (xg —a,z0 + a) X (yo — b,yo +b) < x = g(y).

Inoltre g € C((yo — b, 20 + b)) e

J'(y) =

Esercizio 5 Ritrovare, utilizzando questa ultima forma del Teorma del Di-
ni, le ipotesi sotto le quali una funzione f di regolarita C! & invertibile lo-
calmente, in particolare scrivere, utilizzando il risultato di sopra, la derivata
dell” inversa.

Esercizio 6 Dimostrare che 'equazione F(x,y) = 3% + = + e _1=0
definisce implicitamente in un intorno di (0,0) una funzione z = g(y) tale
che F(g(y),y) = 0. Calcolare g'(0).

Da quanto visto, segue che data ’equazione F(x,y) = 0, se (zo,%0) €
una soluzione di questa e contemporaneamente VF(zo,y0) # (0,0) allora
I’equazione definisce localmente una curva la cui retta tangente nel punto
(z0,90) ¢ data dall’ equazione

Fy(w0,y0)(x — 0) + Fy(20,90)(y — yo) = 0. (2)

La condizione VF # (0,0) ¢ sufficiente ma non necessaria come mostra
I'esempio F(x,y) = (z — y)?; infatti in tal caso le soluzioni dell’ equazione
F(z,y) = 0 sono date dalla retta y = a che & evidentemente una curva
regolare, ma il gradiente di F' & nullo in tutti i punti della retta.

Se consideriamo l'intersezione di due curve definite implicitamente dalle
equazioni F'(z,y) = 0 e G(z,y) = 0, possiamo calcolare il coseno dell’angolo
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w che formano le due curve nel punto di intersezione (xo, o), questo sara
dato da

F,G, + F,G,

cos(w) = (0, Y0)-
R+ F2 G2+ GE

In particolare abbiamo che le due curve sono ortogonali nel punto (zg,yo)
se e solo se

(Fsz + FyGy)(mm yO) =0

Mentre le due curve sono parallele, sempre nel punto (zo, o), se e solo se

(FxGy — FyGz)(0,50) = 0.

Il Teorema del Dini si pud generalizzare a funzioni di piu variabili come
mostra il seguente

Teorema 2 Sia D C R3, sia F € CY(D), sia (z0,%0,20) € D, supponiamo
che le sequenti ipotesi siano verificate

i) F'((z0, Y0, 20)) = 0;

H} Fz((CB(), Yo, Z())) 75 0.

Allora esistono tre costanti positive a, b e ¢ ed una funzione ¢ : (xo—a,xo+
a) X (yo — b, yo +b) = (20 — ¢, 20 + ¢), tali che

F(z,y,2) =0 in (xo—a, xo+a) X (yo—b, yo+b) X (z0—c, z0+c) < z = p(z,y).

Inoltre ¢ € C*((wg — a,z9 +a) X (yo — b, o + b)) e

_ w
PO = ol
Fy(z,y, p(z,y))

P = G ()

Se invece della condizione (ii) nel Teorema precedente avessimo avuto
la condizione Fy(zo, Yo, 20) # 0 o la condizione Fy(zo, yo, 20) # 0 avremmo
potuto esplicitare rispetto alle altre variabili. Quindi se VF(xo,y0,20) #
(0,0,0) I’ equazione F(z,y,z) = 0 definisce localmente in modo implicito
una superficie e equazione del piano tangente nel punto (zo, yo, z0) € data
da

Fo(20, 90, 20)(® — o) + Fy (0, Yo, 20) (¥ — yo0) + F= (0, %0, 20)(2 — 20) = 0.
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Date due funzioni F, G definite in D C R3, consideriamo il sistema

F(a,y,2) =0
{ G(z,y,2z) =0, (3)

supponiamo che (zg, 4o, 20) sia una soluzione di (3), allora se VF'(zg, yo, 20) #
(0,0,0) e VG(xo,y0,20) # (0,0,0), le due equazioni definiscono intorno a
questo punto (2o, Yo, z0) due superfici, possiamo calcolare il coseno dell’an-
golo w formato dalle due normali alle superfici nel punto in questione, questo
sara dato da

F,Gy + F,Gy + F.G.

cos(w) =
\/Fg + F2 +F§\/G£ +G2+ G2

('7’.07 Yo, ZO)‘

In questo caso possiamo aspettarci che 'intersezione tra le due superfici dia
luogo ad una curva nello spazio qualora i due piani tangenti alle superfici
non coincidano. Ovvero VF e VG non siano paralleli nel punto (z, yo, 20)-
Consideriamo l'equazione F(x,y,z) = 0 e supponiamo che valga la con-
dizione F(zo,yo, z0) # 0 allora esiste per il Teorema 2 una funzione ¢(x,y)
tale che localmente le soluzioni dell” equazione sono date dai punti (z, y, ¢(x,y)),
sostituiamo nella seconda equazione, questa diventa

H(z,y) = G(z,y,¢(z,y)) = 0.

Ora vogliamo vedere se questa equazione definisce in modo implicito la y in
funzione di z. Sappiamo che H(xg,yp) = 0 e vogliamo che sia verificata la
condizione Hy(zo,y0) # 0. Abbiamo

G, F,
Hy(w,y) = Gy(@,y,0(2,9))+G= (2,9, (2, 9))py (2, y) = (Gy=—1) (7,9, (2, 9)).
La seconda condizione del dini ¢ verificata se
(Gsz - Gsz)(CEO» Yo, ZO) 7é 0, (4)

in tal caso esiste una funzione «(z) tale che localmente la soluzione di
H(z,y) =0 @& data dai punti (z, a(z)).

Percio le soluzioni del sistema iniziale le possiamo rappresentare local-
mente tramite una curva (z,a(x), o(x,a(z))), parametrizzata tramite il
parametro x.

Riassumendo vale il seguente risultato
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Proposizione 1 Sia (xo, Yo, z0) una soluzione del sistema (5) supponiamo
che sia verificata la condizione (4), allora esistono tre costanti positive a, b
e c e due funzioni

a:(ro—a,zo+a) = (Yo—b,yo+b), B:(vo—a,zo+a)— (20—c,20+c¢),

tali che

F =
{ (@.5:2) =04 . moa) x (yo—b, yo+b) x (20—, 20+€) & y = ala), = = A().

G(z,y,2) =0

Inoltre e e B € C((zg — a, 29 +a) e

L GuF.,—G.F,
Y= Gr, —a,r o)
§(@) = %(aamm(w»

Anche in questo caso se non vale la condizione (4) possiamo comunque
sperare che il sistema definisca implicitamente una curva, condizione suf-
F, F, F, )

G, Gy, G,

sia uguale a 2. Ovvero che i due vettori gradienti non siano paralleli. Os-

ficiente perché cid avvenga e che il rango della matrice (

serviamo che la condizione (4) equivale a dire che la matrice ( gy E. )
y

G

abbia determinante non nullo. Se fosse diverso da zero il determinante della

matrice allora la curva si parametrizzerebbe tramite la varia-

F, F,
G, G,
Fy F,

bile z, mentre se fosse non nullo il determinante
G, G,

) la curva si

parametrizzerebbe tramite la variabile y.
Per ottenere ’espressione relativa alle derivate « e 3 basta derivare entrambe
I’equazioni del sistema

{F@ﬂwLMM):O (5)
G(z,a(z),B(z)) =0,

e poi risolvere il sistema lineare in o/ e 8’ che si ottiene.

Esercizio 7 Dimostrare che I'equazione F(z,y,2) = €* + ze*T¥ —e*¥ =0
definisce implicitamente in un intorno di (0,0, 0) una funzione z = ¢(x,y)
tale che F(z,y,¢(z,y)) = 0. Trovare il piano tangente nel punto (0,0,0)
alla superficie definita in modo implicito.
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Esercizio 8 Dato il sistema
cos(z) + zsin(y) = 0,
sin(x) — cos(yz) =0

dimostrare che si pud applicare la Proposizione 1 nel punto (7, §,1) e quin-

di che tale sistema definisce implicitamente nell’intorno di tale punto due
funzioni « e § tali che i punti (z, a(x), 8(x)) sono soluzioni del sistema.

Esercizio 9 Dimostrare che I'equazione F(z,y, z) = sin(ze?) + cos(z)e? —
1 = 0 definisce implicitamente una superficie in un intorno di (0,0, 0).
Trovare il piano tangente alla superficie nel punto (0,0, 0).

Esercizio 10 Dimostrare che 'equazione G(z,y,2) = 22 —e®* — 2+ 1= 0
definisce implicitamente una superficie in un intorno di (0,0,0). Trovare il
piano tangente alla superficie nel punto (0,0, 0).

Esercizio 11 Siano F' e G le funzioni definite negli esercizi precedenti.
Dimostrare che il sistema

F(z,y,2)=0
G($7y7 Z) =0,

definisce implicitamente in un intorno del punto (0, 0, 0) una curva nello
spazio. Calcolare la retta tangente alla curva nell’origine.

Concludiamo l’argomento enunciando una forma piu generale del teore-
ma delle funzioni implicite.

Teorema 3 Sia D un aperto di R"™™, data la funzione vettoriale

H:D—>R™ H=(F,...,F™), F.....F™ eCYD).

Indichiamo con X il vettore (x1,--+,2,) € con Y il vettore (Y1, ,Ym),
definiamo inoltre la matrice m x m
1 1 1
Fy21 Fy22 Fme
aiH = Fyl Fyz Fym
oY e e
R
e la matrice m x n
1 1 1
FzQ] Fy22 Fa%n
3£:: B, I, oo I,
X ..
L
9
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Supponiamo che nel punto (Xo,Yo) := (29,--+,2%,49,---,49) € D siano
verificate le sequenti condizioni

/L) H(X07YO) = (0707 o '70)7

i1) la matrice g—lg calcolata nel punto (Xo,Yo) abbia determinante diverso
da zero.

Allora esiste un intorno R =1 x J di (Xo,Yp) (I € R" e J € R™) ed

una funzione f: I — J, tale che
H(X,Y)=(0,---,0) in I x J & Y = f(X).
Inoltre f € C! (I) e la matrice m x n delle derivate parziali

fo foy oo fa
ﬂ 2 2 2 OH

T o Tn _ _18H
gy |t () SR 00,
oo g

Esercizio 12 Utilizzando il Teorema precedente si verifichi che una con-
dizione sufficiente affinché una funzione regolare ¢ : D C R® — R" sia inver-
tibile con inversa derivabile in un intorno di un suo punto Xy = (x(l), cee x%)
¢ che il determinante dello Jacobiano della funzione ¢ nel punto dato Xy sia

non nullo.

Suggerimento si consideri la funzione H : R™ — R"™ definita da H =
(y1 — d1(x1, -+ Tn), Yo — On(x1, -+, ) € si applichi il teorema prece-
dente cercando di vedere quando ’equazione H = (0,-,0) permette di espli-
citare le variabili X in funzione delle variabili Y.

10
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Funzioni implicite - Esercizi svolti

Esercizio 1.

E data la funzione di due variabili F(z,y) = y(e¥ + z) — log .

Verificare che esiste un intorno I in R del punto di ascissa zg = 1 sul quale & definita un’unica
funzione y = f(z) di classe C1, tale che f(1) =0 e F(z, f(x)) = 0.

Esercizio 2.
Sia I' il luogo dei punti del piano definito dall’equazione

22—t —y?=0. (1)

1. Verificare che il punto P di coordinate (zg,y0) = (1/2,v/3/4) appartiene a T'. Quindi, facendo
uso del Teorema delle funzioni implicite, verificare che esiste un intorno B in R? di P, un
intorno I in R del punto di ascissa g = 1/2 e una funzione y = f(z) definita su I, di classe
C1, tale che il grafico di f coincide con l'insieme I' N B.

Determinare esplicitamente un intervallo I e una funzione y = f(z) definita su I soddisfacente
a tutte le proprieta richieste.

2. Verificare che il punto @ di coordinate (xo,yo) = (1,0) appartiene a I'. Quindi, facendo uso
del Teorema delle funzioni implicite, verificare che esiste un intorno C' in R? di @, un intorno
J in R del punto di ascissa yo = 0 e una funzione x = g(y) definita su J, di classe C', tale
che il grafico di g coincide con 'insieme I' N C'.

Determinare esplicitamente un intervallo J e una funzione x = g(y) definita su J soddisfacente
a tutte le proprieta richieste.

Esercizio 3.

E data la funzione y = f(z) = €” + 2%, Facendo uso del Teorema delle funzioni implicite,
dimostrare che esiste un intorno I del punto xy = 0 sul quale f(z) & invertibile. Detta z = ¢(y)
la funzione inversa della restrizione di f a I, calcolare lo sviluppo di Taylor di ordine 2 di ¢(y) nel
punto yo = 1.

Esercizio 4.
Per ogni k € R, indichiamo T, il luogo dei punti del piano che soddisfano ’equazione

V¥ -ylx+1)=k. (2)

Determinare, al variare di k, i punti di coordinate (zg,yo) € I'x per i quali il Teorema delle
funzioni implicite garantisce ’esistenza di un intorno B in R2, di un intorno I di zg in R, di una
funzione y = ¢(z) di classe C! su I il cui grafico coincida con Iinsieme T';, N B.

1
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2 FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI

Esercizio 5.
E data I’equazione

y+logz —logy=0. (3)

Tra tutte le coppie (xo, yo) che verificano la (3) determinare quelle per cui esiste un intorno I
di zo e una soluzione y = ¢(z) della (3) definita su I, di classe C? e tale che ¢(xg) = yo. Verificare
inoltre che ogni tale soluzione ¢ anche soluzione del problema di Cauchy
’ Yy
Y=, y(wo) = o -
z(1—-y)
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FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI 3

SOLUZIONI

Esercizio 1.
Prima di tutto verifichiamo che F'(1,0) = 0. Quindi calcoliamo

OF
=tz +yel.
Ay
Tale derivata vale 2 quando = 1, y = 0. Quindi il Teorema delle funzioni implicite e

applicabile e Desistenza della funzione y = f(z) con le caratteristiche richieste ¢ garantita.

Esercizio 2.
Il Tuogo I & mostrato nella figura seguente

V3l
1 |

A\

1. La verifica che che (1/2,+/3/4) € T' & immediata. Consideriamo la funzione di due variabili
F(z,y) = 22 — 2* — y%. Si ha:

oF
= —_9
oy Y

che risulta evidentemente diversa da zero quando y = v/3/4. Per il Teorema delle funzioni implicite,
esiste un intorno I del punto z9 = 1/2 e un’unica funzione y = f(z) definita su I e di classe C?
tale che f(1/2) = v/3/4, ¢ F(x, f(x)) = 0 per ogni x € I. Sia J = f(I) e B =1 x J. I punti del
grafico di f sono tutti e soli i punti dell’insieme I' N B.

Dalla (1) si ricava subito y? = 22(1 — 22) e quindi y = +|z|v/1 — 22, per —1 < z < 1. In virtu
della condizione f(1/2) = /3/4, si sceglie il segno “+”. Inoltre, se si vuole una funzione di classe
C"', dobbiamo restringere il dominio alle z > 0. In definitiva, si ha f(z) = v/1 — 22 e I'intervallo
massimo di definizione ¢ [0, 1].

2. Anche in questo caso, si verifica subito che il punto di coordinate (1,0) € I'. Questa volta
bisogna prendere in considerazione la derivata di F rispetto a x:

or

oxr

Per z = 1,y = 0 quest’ultima ¢ uguale a —2 # 0. Il Teorema delle funzioni implicite ¢

applicabile anche in questo caso. Per trovare un’espressione esplicita della g(y), dobbiamo risolvere
la (1) rispetto a z. Posto t = 22, dobbiamo ciog risolvere I’equazione di secondo grado

2z(1 — 22?) .

t2—t+y2:0

rispetto all’incognita t. Per avere soluzioni reali, il discriminante deve essere non-negativo, per cui
dobbiamo imporre 1 — 4y% > 0 ovvero —1/2 <y < 1/2. Si ha
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4 FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI

2t =t

14 /T 42
N 2
cioe

1+ /1 4y2
3 .
Tenendo conto della condizione g(0) = 1, si ottiene finalmente

1+ V1- 4

r=g(y) = 2

definita per —1/2 <y < 1/2.

Esercizio 3.
1l grafico di f & tracciato nella figura seguente

A\

Osserviamo preliminarmente che f(0) = 1. Consideriamo la funzione F(z,y) = f(z) —y = e* +
2% — y. Poiché

or

x
= 2
oz e’ + 2x

=0,y=1

140

x=0,y=1

il Teorema della funzioni implicite garantisce 1'esistenza di un intorno J di y = 1 e di una funzione
x = p(y) tale che F(p(y),y) =0 per y € J. Ovvero, f(¢o(y)) =y = identitd. Quindi p(y) coincide
proprio con la funzione inversa di f. Possiamo porre I = ¢(J).

Derivando la relazione F'(¢(y),y) = 0 si ottiene:

oOF , OF

o+ =0, 4

5P T oy (4)
Poiché %—,F = —1, posto z = 0,y = 1, dalla (4) si ottiene ¢/(1) = 1. Derivando una seconda

volta la (4), si ha:
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FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI 5

0’F  0°F , OF , O0*F OF
-5 T —¢ + +-5=
ox 0xdy ox dydx ~ Oy
Ponendo di nuovo z = 0,y = 1 e tenendo conto dei risultati gia ottenuti, si trova ¢” = —3. In
definitiva,

Ply) =14 (y—1) — 5y — 17 +olly —1?) .

Esercizio 4.
Il luogo I'y, € mostrato nella Figura 3 per k = -1, k=0, k = 1.

A

o~
|
v

Figura 3

Il Teorema delle funzioni implicite non puo essere applicato in quei punti (z,y) € I'y, per cui

oF
a—y(:&y) =2y—(z+1)=0.
Per trovare tali punti, dobbiamo quindi risolvere il sistema
2yl +1)—k=0
{ Y y( ) (5)

2y —(x+1)=0
equivalente all’equazione
(z+1)2 _

4
Dobbiamo pertanto distinguere i casi seguenti.

-k .
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6 FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI

(i) Se £ > 0, non esistono punti di I'y in cui la derivata parziale di F rispetto a y si annulla.
Quindi il Teorema delle funzioni implicite & applicabile in ogni punto. Risolvendo la (2)
rispetto all’incognita y, si ha

(z+1)x/(z+1)%+4k
5 .

La scelta del segno ¢ determinata dall’assegnazione di un punto di I'y attraverso il quale si
desidera che passi il grafico di ¢.

(ii) Se k = 0, il sistema (5) ammette, come unica soluzione, il punto di coordinate x = —1, y = 0.
Il Teorema delle funzioni implicite ¢ applicabile con I’esclusione di tale punto. Risolvendo
I'equazione (5) con k = 0, si trovano le soluzioni y = ¢1(x) = 0 (costante) e y = @a(z) = z+1.
I grafici di 1 e g2 sono rette che si intersecano nel punto (—1,0). Tale punto deve perd essere
escluso dal dominio. Le soluzioni quindi in realta sono quattro: le due restrizioni di ¢; agli
intervalli (—oo, —1) e (—1, +00) e le due restrizioni di ¢ agli intervalli (—oo, —1) e (=1, +00).

(iii) Se k < 0, il sistema (5) & equivalente all’equazione

(x+1)2 =4]k| .

Da questa si ricava subito = —1 £ 2,/|k|. Sostituendo nella prima equazione del sistema
(5) (che non & altro che la (2)), si ottiene:

e per x = —1 — 2/|k],

2+ 2y\ Ik + [kl = (y + /1K) =0
ciot y = —+/|k|;
e per x = —1+2/k|,

y* =2yl + [k = (y — \/IK])* =0
cioe y = /|k|.

I punti in cui non si puo applicare il Teorema delle funzioni implicite sono dunque due.

1l discriminante della (2) & (z 4+ 1)? — 4|k|. Per avere soluzioni reali si deve quindi prendere
x € (—o0, —1 —2y/|k]], oppure z € [—1+ 24/|k|, +00). Per ciascuno di tali intervalli si hanno
due soluzioni

NCE VESRV/ CR L ]

2

Da un punto di vista geometrico, il luogo T'y & costituito, per ogni k¥ € R, da un’iperbole
(degenere se k = 0).

Esercizio 5.
Sia F(z,y) =y + logz — log y, definita nel quadrante {(z,y) : @ > 0, y > 0}. Si ha
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FUNZIONI IMPLICITE - ESERCIZI SVOLTI

OF | 1y
dy Y Y
da cui y = 1. Sostituendo nella (3), si ottiene 14 logx = 0 cioe © = e~ L.
Una soluzione y = p(z) della (3) esiste quindi in un intorno di ogni punto (g, yo) che soddisfa
'equazione (3), con 'unica eccezione del punto di coordinate (e~*,1).
Derivando la relazione F(x, p(z)) = 0, si ottiene

oF OF ,
87 + nytp =0
ovvero
OF
¢'=—5F (6)
Oy

La derivata di F' rispetto ad y e gia stata calcolata. Inoltre,

oOF 1
dr z
Sostituendo in (6), si ha:
1
¢ =—75

da cui si ricava subito la relazione cercata.
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Ejercicio I1.23. Calcilense las derivadas de las siguientes funciones, alld donde sean invert-
ibles, usando el teorema de la derivada de funcion inversa:

1. f(x) = arctan(x)
2. f(z) = arcsin(z)

3. f(z) = arccos(x)

Sistemas lineales

Usar el teorema de Rouché-Capelli para decidir si los siguientes sistemas admiten solucién, y
en caso de que la solucién exista y sea unica, calcularla:

1.
z+3y=3
3z +by="17
2x4+4y =5
2.
20 —y =1
r+3y=-2
Sr —4dy =7
3.
3r+3y—z2=-1
r+y—>Hz=2
4.
r+y=0
r—y=20
D.
r+y+z=0
22 —y+2=0
6.
r+y—2=0
2r —y+2=0
de+y—2=0
7.
3 —2y+z2=-1
20 +y—2=2
r—3y+z2z=0
8.
r+y+z2==6
T—y+2z2=95
r+y—2=0
9.
3r+y+z=2
20 4+2y+2=5
r—y+2z2=0
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Curvas y superficies

Ejercicio I1.24. Calcular las direcciones tangentes y normales a la curva cuya parametrizacion
es:
r:R—=R%  te (3 —1,t4+5).

Ejercicio I1.25. Calcular las direcciones tangentes y normales a la curva cuya parametrizacion
es:
r: [0, 2n[— R, t > (2sin(t), 2 cos(t)).

Ejercicio 11.26. Calcular las direcciones tangentes y normales a la curva dada en forma ez-
plicita:
f:R—R, z x? 4 1.

Ejercicio I1.27. Calcular las direcciones tangentes y normales a la curva dada en forma im-
plicita:

F(z,y) =0,
suponiendo que es suficientemente reqular y que se puede despejar y como funcion de x.
Ejercicio I1.28. Calcular tangentes y normales a la superficie dada en forma paramétrica:
sin(v)
r:R* = R3, (u,v) — | u
cos(v)

Ejercicio I1.29. Calcular tangentes y normales a la superficie dada en forma explicita:

r:R? -5 R, (u,v) — z(u,v) = 2?y* +y + 1.

Problemas sobre todo el Tema 1
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PROBLEMAS TEMA 1
MATEMATICAS II
INGENIER{A QUIMICA E INGENIER{A ELECTRONICA
INDUSTRIAL

. Aplicando la definicién de derivada parcial calcula f,(z,y) y fy(z,y) para las
dos funciones siguientes:

(a) flz,y) = 2" —ay + 2y

() flz,y) =3z —y

. Dada la funcién f(z,y) = 2 + 22y — 2%, obtén f,(2,1) y f,(2,1).

. Calcula las derivadas parciales primeras de las funciones:

(a) f(z,y) = 2° + 323y% + 3ay*

,y) = sin(3iy)

(b) f(z,y) T+y

(©) fla,y) = ze™

(@) flery) = 2=

(e) f(z,y)=a"

(f) f(z,y) = yln(z)

(8) f(z,y,2) = xy*2® + 3yz
(h) f(x,y,2) = a2ev?

(i) u=yaf+a3+... +a2

. Halla todas las derivadas parciales de segundo orden de las siguientes fun-

(z,y) = z* — 32%¢°
(d) flx,y)==z/(x+y)
(c) flz,y) = ytan2x

(@) flz,y)=Va+y?

. Obtén la matriz Jacobiana de cada una de las siguientes funciones:
fzy) = (e +y,y°2)

f(z,y) = (% + cosy, ye®)

f(% Y, Z) = (Zem7 _yez)

f(l‘v Y, Z) = (T +e*+y, Z/I2)
f(z,y) = (xye*¥, zsiny, —3zy)
f( 7yvz) = (1:+z,y—5x,x—y,yx2)
f(
f(
1(

3 siny + cosy)

x
z,y) = yln(x)

2,y,2) = x2eV?

(G) u=vaf+a3+... +a2

. La temperatura en un punto (z,y) en una placa metélica plana estd dada por

T(x,y) = 60/(1 + 22 + y?), donde T se mide en baC y x, y en metros.

Encuentra la razén de cambio de la temperatura en el punto (2,1) en la

direccién z y la direccién y. (J. Stewart. Calculo multivariable. Ejercicio

74. Pagina 908)

. La ley de los gases para una masa prefijada m de un gas ideal a temperatura

absoluta T, presién P y volumen V', es PV = mRT, donde R es la constante

1
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10.

11.

. Calcula el gradiente de cada una de las siguientes funciones:

13.

14.

15.

16.

PROBLEMAS TEMA 1

universal de los gases ideales. Demuestra que
OP oV oT

oV 0T oP
(J. Stewart. Cdlculo multivariable. Ejercicio 76. Pdgina 908)

. Representa las graficas y las curvas de nivel de cada una de las siguientes

funciones:

(a) f(z,y)=22+9y>+1
(b) flz,y) =1—2%—¢?
( 3

)
b )
C) f(l’,y):I -
d )

)

() fla,y) =4a? + 4

. Calcula la derivada direccional de la funcién f(x,y) = 22y® — 4y en el punto

(2,—1) en la direccién del vector v = 2i + 5j.

Supén que la temperatura en un punto (z,y,z) en el espacio estd dada por
T(x,y,2) = 80/(1 + 22 + 2y? + 32?), donde T se mide en grados Celsius y
x,y, 2 en metros. ;En qué direccién aumenta la temperatura con més rapidez
en el punto (1,1,—-2)? ;Cudl es la mdxima razén de aumento? (J. Stewart.
Célculo multivariable. Ejemplo 7. Pégina 933).

Obtén el gradiente de cada una de las funciones del problema 8.

(a) f(a,y,2) = ez’

(b) F(2.9.2) = srripmr

(¢) flz,y,2) =2y +yz

Halla el gradiente de cada una de las siguientes funciones en los puntos indi-
cados:

(@) f(x,y,2) = (x+2)e" ¥ en (1, 1,1
(b) f(Ly,z) =a? +y2 — 2% en ( 707_]‘)

(¢) F(z,9,2) =In(a® +y° + 2%) en (1,0,1)

Calcula la derivada direccional de cada una de las siguientes funciones en el
punto especificado y en la direccién del vector v.

(a) flz,y) =1+2z/y,(3,4), v=(4,-3)

(b) f(=, y)fﬂc/y( -2),v=(-13)

(0) flay) = a%e¥,(2,0), 0 =i +j

(d) f(z,y,2) = Vo2 +y?+22,(1,2,-2),v = (—6,6,—3)
(e) f(‘r Y,z )_I/(y+z)’ (47171)7U: <1’273>

() f(z,y,2) =atan " (y/2), (1,2,—2v=1i+j—k

En una cierta regiéon del espacio, el potencial eléctrico V' viene dado por
V(z,y,2) = 52% — 3ay + ayz
(a) Encuentra la razén de cambio del potencial en el punto P(3,4,5) en la
direccién del vector v =i + j—k.
(b) (En qué direccién cambia V' mds rdpidamente en el punto P?
(c) (Cuél es la mayor razén de cambio en P?
Solucién. (a) 32/v/3; (b) (38,6,12) v (c) 21/406 (J. Stewart. Célculo
multivariable. Ejercicio 31. Pdgina 937).
Utiliza la regla de la cadena para obtener 0z/0s y 0z/0t para las siguientes
funciones:
(a) z=24+ay+y*, x=s+t y=st
(b) z=z/y, v =se', y=1+set
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

PROBLEMAS TEMA 1 3

(c) z=arctan(2z +y), x = s*, y = sInt

(d) z=e"tany, x = s+ 2t, y = s/t

(e) z=¢€"cosy, x = st, y=Vs>+ 12

(f) z=sinzcosy, x =3s+t, y=s—t.

La presion P (en kilopascales), el volumen V (en litros), y la temperatura
T (en grados kelvins), de un mol de un gas ideal estdn relacionados por la
ecuacién PV = 8.317. Encuentra la razén a la que cambia la presién cuando
la temperatura es de 300K y aumenta a razén de 0.1K/s y el volumen es
100L y crece a razén de 0.2L/s. (J. Stewart. Cdlculo multivariable. Ejemplo
2. P4gina 919).

Mediante la regla de la cadena calcula las derivadas pedidas en los siguientes
casos:

(a) w = 22 +y?> + 2% x = st, y = scost, z = ssint; %, % para
s=1,t=0.
(b) w=xy+yz+ 2z, x=st,y=e" 2=t %, % para s =0,t = 1.

(© w=2H g=p+rtt,y=p—r+t,z=p+r—t 3 & 2

(d) t = zsec(zy), x = wv, y = vw, z = wy; %, %, %
Sean f(u,v) = (sin(u — 1) — e¥,u? — v?),g(z,y) = (¢ ¥,z — y). Obtén la
funcién compuesta h = f o g y su matriz Jacobiana en el punto (1, 1).
Sean f(u,v) = (sin(u — 1) — e*,u? — v?), g(z,y) = (¢ ¥,z — y). Calcula la
funcién compuesta [ = g o f y su matriz Jacobiana en el punto (1,0).
Sean f(u,v,w) = (e“"™, cos(u + v)), g(x,y) = (e*,cos(y — x),e”?). Halla la
funcién compuesta h = f o g y su matriz Jacobiana en el punto (0, 0).
La temperatura en un punto (x,y) es T'(z,y), medida en grados Celsius. Un
insecto se arrastra de modo que su posicién después de t segundos estd dada
por x =+/1+t,y=2+1t/3, donde z,y se miden en centimetros. La funcién
de temperatura satisface T,(2,3) = 4 y T,(2,3) = 3. {Con qué rapidez estd
subiendo la temperatura en la trayectoria del insecto después de 3 segundos?
Solucién: 2baC/s (J. Stewart. Célculo multivariable. Ejercicio 33. Pédgina
924).
La longitud [, el ancho w, y la altura & de una caja (medidas en metros)
cambian con el tiempo. En cierto instante, las dimensiones son [ = 1 m.
y w=h=2m yly w aumentan a una razén de 2m/s mientras h estd
decreciendo a razén de 3m/s. Calcula la razén de cambio de las siguiente
magnitudes en ese instante:
(a) El volumen.
(b) El drea superficial.
(c¢) La longitud de una diagonal.
Solucién: (a) 6m3/s; (b) 10m?/s, c) 0m/s (J. Stewart. Célculo multivari-
able. Ejercicio 37. Pagina 925).
La presién de un mol de un gas ideal estd aumentando a razén de 0.05kPa/s
y la temperatura estd subiendo a razén de 0.15K/s. Usando la ecuacién
PV = 8.31T, halla la razén de cambio del volumen cuando la presién es de
20K Pa y la temperatura es 320K. Solucién: —0.27L/s (J. Stewart. Célculo
multivariable. Ejercicio 39. Pdgina 925).
Obtén % y g—f] si la funcién z = z(z,y) estd definida implicitamente por la
ecuacién 23 + y3 + 23 + 6zyz = 1.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

PROBLEMAS TEMA 1

Muestra que F(z,y,2) = xy + z + 322° = 4 se puede resolver para z como

funcién de z,y cerca del punto (xo,yo, 20) = (1,0,1). Obtén 9z/0x y 9z/dy
n (20, 90) = (1,0).

Prueba que F(x,y, 2) = 2322 —2%zy = 0 se puede resolver para z como funcién

de z,y cerca del punto (zo,yo,20) = (1,1,1), pero no cerca de (zg,yo,20) =
(0,0,0). Obtén 9z/0x y 0z/dy en (xo,y0) = (1,1).

Obtén dénde se pueden resolver las funciones y calcula la derivada de la

funcién implicita correspondiente:

(a) F(x,y) =9?>+y+3x+1=0 para y en términos de z.

(b) F(z,y) =y> +y+3z+ 1 =0 para = en términos de y.

(¢) F(z,y) =zy*> — 2y + 2 +2 = 0 para y en términos de .

(d) F(z,y) = 2% +y? — 14 = 0 para y en términos de .

(e) F(z,y) = 2%+ y? — 14 = 0 para z en términos de y.

Calcula dy/dx si la funcién y = y(z) estd definida implicitamente por cada

una de las siguientes ecuaciones:

(a) 22 —ay+y> =38

(b) ¥® + 3z%y? + 52t =12

(c) cos(z —y) = ze¥

(d) zcosy+ycosz =1

Halla las derivadas parciales 0z/0x y 0z/0y si la funcién z = z(x,y) estd

definida implicitamente por cada una de las siguientes ecuaciones:

(a) xy? +yz? + 222 =3

(b) zyz =cos(z +y+ z2)

(c) ze¥ +yz+ze® =0

(d) In(x +y2) =1+ 2y?2®

Comprueba si el sistema

3r+2y+ 22 +ut+v® = 0
dr+3y+ 2+l +tv+w+2 = 0
z+z+u’+w+2 = 0

se puede resolver para u,v y w en términos de z,y y z cerca de (2o, Yo, 20) =
(0,0,0), (uo,vo,wo) = (0,0, —2). Calcula en ese punto las derivadas parciales
respecto de la variable z de las funciones u,v y w.

Verifica si el sistema

y+rx+ut+v = 0

ury+v = 0
se puede resolver para v y v en términos de z e y cerca de (zo,%0) = (0,0),
(uo,v0) = (0,0). Calcula las derivadas parciales de las funciones u y v respecto

de = e y en ese punto.
Prueba que el sistema

u = T+xYz
v o= ytuzy
w = z42x+ 327

se puede resolver para x,y y z en términos de u,v y w cerca de (ug, vo, wo) =
(0,0,0), (zo0, Yo, 20) = (0,0,0). Calcula la derivada parcial dy/dw.
Dibuja las curvas siguientes y obtén su vector tangente:
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PROBLEMAS TEMA 1

(t) = (sint,4cost), 0<t<2m
() = (2t —1,t4+2,¢)
(t) = (cos®t, 3t — 3,t)
alla la ecuacion del plano tangente y el vector normal unitario a las super-
cies siguientes en los puntos especificados:
(a) z=2u,y =1 +v,z=2% en (0,1,1)
(b) x=u?-v2y=u+v,z=u?+4v en (-1,1,4)
(c) z=2%y?+y+1 en (0,0,1)
36. Calcula el vector unitario normal a las siguientes superficies:
a) & = cosvsinu,y =sinusinv, z = cosu, u € [0,7],v € [0, 27]
(b) z =sinv,y =u,z=cosv, u€[-1,4],v € 0,2n]
(¢) x =3cosusinv,y =2sinusinv, z = cosv, u € [0,27],v € [0, 7]
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FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI
Esercizi svolti

1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni e rappresentarlo graficamente :

(a) f(z,y) =log(l -2 —y?)
(b) f(z,y) = log(a® +y?)

(¢) flz,y) = y?* — ot

(d) flz,y) = V/sin(a? + y?)
(e) f(x,y) = log(zy® + ?y)

2. Determinare le linee di livello e I'immagine delle seguenti funzioni:

(a) f(w,y) =2z -5y

22
© 1) =5
@ f@n)=

3. Calcolare i seguenti limiti :

2
. zy
1 7
@) (z,y)li)n((),()) 2 4 y?

b li log(z? + 3?

(b) i ™Y og(z” +y°)
. 23— 2zy + y?
lim -

(@y)—(0,0) 24142

y4

1‘ 7
(22) 2 (0,0) 22 +

()

xsin zy

()

.
¢ (z,y)lgto,o) 2 + y?

4. Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni

(@) flz,y) =2® + 2y — 2y
(b) f(w.y) = ye
() flwy) =y*e"
(d) f(z,y) = log(z* +y*)
() fla,y)=elv
5. Calcolare ( se esiste ) il gradiente delle seguenti funzioni nei punti indicati:
(a) flz,y)=zyeV=l i (0,0) (b) f(z,y) =l +y| sin(z® +y) in (0,0)
(©) flx,y) = I]z* —ay|  in(0,0) (@) flay)=@-yVly—2?] 11

6. Calcolare le derivate parziali prime e seconde, verificando la validita del teorema di Schwarz:

1
(a) flz,y) = \/ﬁ
(b) flz,y) =1log(1 —2* — y?)
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7. Determinare le derivate delle seguenti funzioni lungo le direzioni e nei punti assegnati:
(a) f(z,y) =2 +zy — 2 in P(1,0) nella direzione 7 = (2,1)
(b) f(z,y) =e"cosy in P(0,0) nella direzione del vettore ¥ = (1,2)
(¢) f(x,y) =+/|x%2 — zy| in P(0,0) nella direzione del vettore ¥ = (1,1)

8. Determinare il piano tangente al grafico delle seguenti funzioni :

(a) f(x,y) = 2% — y® nel punto (0,1, 1)
(b) f(z,y) = a¥ + y® nel punto (1,1,2)
(¢) f(z,y) = /22 + y? nel punto (2,0,2)

9. Determinare lo sviluppo di Taylor di secondo grado centrato nell’origine delle seguenti funzioni :

(a) f(z,y) =sinxsiny
(4) ) = e
(¢) f(z,y) = 2”sin(y?)

10. Data la funzione f(z,y) = 1+ {/(x — 1)2y, si verifichi che non ¢ differenziabile in (1, 0) e si calcolino le sue
derivate direzionali in tale punto, per ogni vettore v non nullo.

11. Calcolare gli eventuali punti di massimo, minimo o sella delle seguenti funzioni:

(a) flz,y) =2’y +a®—2y ®) fla,y) =23 +13 +zy

(©) fla,y) =log(1+a%y?) (d) flz,y)=zcosy

() floy)=V1+a2+y? (5) flz,y) = e @+

(8) I9)= 5 () f(r,9,2) = 22— 1802 + Gay — 2=,

2 + 2y

12. Calcolare Vf e V2 f dei seguenti campi scalare
(a) f(z,y,2) = xy? 4 y23 — 22
(b) f(z,y,z) =ysinz+zsiny

(¢) f(z,y,2) = Va2 +y> + 22

13. Calcolare divergenza e rotore dei seguenti campi vettoriali :

(a) F(z,y,2) = (zy, yz, 22)
(b) F(z,y,2) = (2% + yz, zyz, = + 2y?)

(¢) F(z,y,2) = (zcosz, ysinz, zcosy).
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FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI
Esercizi svolti - SOLUZIONI

1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni e rappresentarlo graficamente :

(a) flz,y) =log(l—a?—y?):  D={(z,y): 2°+y*> <1}
Essendo log 2 definita per # > 0 si ha che f(z,y) risulta definita per 1 — 22 — y? > 0, da cui il risultato.

(b) f(z,y) =log(a® +y°) : D =R*-{(0,0)}
Essendo logz definita per x > 0 si ha che f(z,y) risulta definita per 22 + y? > 0, cosa verificata per
tutti i punti di R? esclusa l'origine degli assi.

© flry=vy -zt  D={(zy): yza* v y<-2?}
Essendo /z definita per > 0 si ha che f(x,y) risulta definita per y? —z* > 0 < y? > 2* < y > 22
oppure y < —22.

(@) flz,y)=/sin(@®+y?):  D={(z,y): 2° +y* € 2k, (2k + V)], k >0}
Essendo la funzione y/z definita per > 0 si ha che la funzione f(z,y) risulta definita per (z,y) tali che
sin(z? + y?) > 0 <> 22 + y? € [2km, (2k + 1)7], per qualche k > 0.

(e) f(z,y) =logay®+2’y):  D={(z,9): (z>0,y>0)V (<0, 0<y<—z)V (z>0,y<-a)}
Essendo log z definita per o > 0 si ha che f(z,y) risulta definita per zy? + 2%y > 0 + ay(y +z) > 0.
Studiando il segno delle funzioni zy e x + y separatamente e utilizzando la regola dei segni si ottiene il
risultato.

2. Determinare le linee di livello e 'immagine delle seguenti funzioni:

(a) fz,y) =22 =5y :

2
Ponendo f(z,y) =k si ottiene 2z — 5y =k <> 20 —k =5y <> y = i

5

,per ogni k € R. Im(f) =R.

(b) fla,y) =2y
Ponendo f(x,y) = k si ottiene 2%y =k +> y = %, se k # 0 exzy =0 (insieme dei punti degli assi ) se
z
k=0. Im(f)=R.

2

11 dominio della funzione f(z,y) & D = {(z,y) : y > —1}U{(z,y) : 2 =0, y # —1}. Ponendo f(z,y) =k
e k > 0 si ottiene :

s =k i =k ot =y+l) fﬁfl
y+1 Tyl W VTR
22
Le linee di livello per k£ > 0 risultano quindi essere {(z,y) : y = 2 1, = # 0}. Si ottiene invece ) per

k<0e{(r,y) € D:x=0}per k=0. Im(f)=[0,+00).

@ Fen) = s

1 1
Ponendo f(x,y) = k si ottiene i ko a?dy? = 7 per k>0,elperk<0. Im(f)=(0,+00).
T Y
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3. Calcolare i seguenti limiti :

$y2

a lim ———=

() (z,y)—(0,0) 2 + y?

Calcolando il limite lungo le rette passanti per l'origine si ottiene 0 e quindi il limite ¢ 0 oppure non
pcosB p?sin? 0

esiste. Passando alle coordinate polari si ottiene : 5
p

= |pcos€ sin29| <p—0.

b)  lim  aylog(z®+y%) =0

() (2,9)—(0,0) y log v)
Calcolando il limite lungo le rette passanti per I'origine si ottiene 0 e quindi il limite & 0 oppure non
esiste. Passando alle coordinate polari si ottiene : |pcos6 psin 6 log(p?)| < p?|log(p?)| — 0.

23— 2zy + y?

im non esiste
()00 a2 +y?

Pongo y = ma e calcolo il limite lungo le rette passanti per (0,0).

2% = 2x(mz) + (mz)? 2% —2ma?+m?2? x-2m+m?  —2m+m?
— = — per z — 0.
22 + (mx)? 22(1+m2) (14+m?) (14 m?2)

Siccome il risultato varia al variare della direzione il limite non puo esitere.

A4
lim —=—/ non esiste

(@y)—(0,0) % +

Eseguendo il limite lungo le rette y = ma si ottiene 0. Quindi il limite di f(z,y) & 0 oppure non esiste.

Lungo la retta x = 0 il limite risulta pero essere 1. Il limite quindi non esiste.

xsin(xy)

im  ———=

(2,y)=(0,0) @2 +y?

Calcolando il limite lungo le rette passanti per l'origine si ottiene 0 e quindi il limite ¢ 0 oppure non
esiste. Passando alle coordinate polari si ottiene :

=0

pcos B sin(pcosf psinb) < | sin(p? cos @ sin 6)| < p?| cos O sind)|
p? - P - P

<p—=0.

4. Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni

(a) f(z,y) =2+ 2zy — zy” : Vi, y) = (22 + 2y — y?, 22— 2zy)

(b) flz,y) =ye*" : Vi(@,y) = (daye?, e2)

() flz,y) =y ™: Vi, y) = (—yPe™™, 2ye™")

(@) F(ay) = log(a +1?) V@) = (o 5
et/ _ger/y

(e) flz,y)=e"/¥: Vi(z,y) = ( ; 2

5. Calcolare ( se esiste ) il gradiente delle seguenti funzioni nei punti indicati:

(a) fla,y)=ay eVIH in (0,0) :

Essendo f(z,y) nulla lungo gli assi il gradiente esiste ed & (0, 0).

(b) flz,y) = |z +y| sin(z® +y) in (0,0):

_f(0,0) = £(0,0) . |hfsin (h?) o Of _
N S S
RO - 0,00 plsn(h) o 9f
}llli;% 5 = }lllg}] W =0, quindi 3y (0,0) =0,

da cui segue Vf(0,0) = (0,0).
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(©) f(x,y) = Vl]e? —azy| i (0,0):

Essendo f(z,y) nulla lungo I’asse y si ha immediatamente che g—f(Q 0)=0
y
_ Vh2
lim f(h,0) - £(0,0) — lim Vh? — lim L) =41,
h—0% h h—0%* h h—0% h

0
da cui segue che a—f(()7 0) non esiste, e di conseguenza non esiste V £(0,0).
z

d) flz,y)=(@—yVIy—22] in(1,1):

1 1) — f(1,1 14+h—1)/|1—(1+h)? h+/|h|[2 4+ h
lim M — lim 1+ )V (1+n)? — lim M =0, quindi 67][(1’1) —
h—0 h h—0 h h—0 h ox
1,1 — f(1,1 . 1-h—-1)/|1+h—-1 . —hy/|h Lo
lim w = lim ( Jvit+h—1| = lim Ih] = 0, quindi ﬂ(l,l) =0,
h—0 h h—0 h h—0 h 81/

da cui segue Vf(1,1) = (0,0).

6. Calcolare le derivate parziali prime e seconde, verificando la validita del teorema di Schwarz:

1
(a) f(xvy)_\/ﬁ'
g(a: y):—z(7x—}—4y—2)_3/2 a—f(ac y) = —2(Ta + 4y — 2) 732
oz’ 2 Oy’
o2f 7, o 2f o
w(z,y)—7(7l+4y72) a—yz(ﬁ,y)—12(7x+4y72)
0? 0% f _
S (8.3) = g ay) = 21T + 4y )7
(b) f(z,y) =log(l —a2® —y?) :
U ) = =2ty U (o) = 12
Ox I’yil—mz—gﬁ Oy Lyil—x?—yz
ﬁ( )= - 1+a22—y? ﬂ( )= - 1—a22 442
o2 r.Yy)= (1790271;2)2 3y2 r.Yy) = (1,:52,?’,2)2
o’f (@,y) = 0% f (2,y) = —4xy
Ozdy HY = Oyox Y= (1 —a22—y?)?
V1—a
(©) flay) ===
Loy = e Loy =L
oz Y N Oy Y= y?
0% f -1 32 0% f _2T-2
w(%y)*@(l—x) 87y2($’y)7y73

PL )= 2 () =
0xdy Y T Oydx Y NG

7. Determinare le derivate delle seguenti funzioni lungo le direzioni e nei punti assegnati:
(a) f(z,y) =2 +zy —2in P(1,0) nella direzione ¥ = (2,1)

— 2 _ 2 4

i T2~ F(L0) (420 (1420241 6t 45
t—0 t t—0 t t—0 t

Siccome f(z,y) ¢ differenziabile in (1, 0) si pud procedere anche facendo il prodotto scalare tra il gradiente

in (1,0) e il vettore ¥ :

Vf(z,y) = (2z+y,z) e quindi Vf(1,0) = (2,1), da cui segue %(1,0) =Vf(1,0)-7=(2,1)-(2,1) =5

of
Per definizi —(1
er definizione {%( ,0)

111




(b) f(z,y) =€®cosy in P(0,0) nella direzione del vettore ¥ = (1,2)
C 2t) —
08 (0.0) — 1y 1020 = 1(0.0)

izi - =1 =1 £ — 2¢tsi =
Per definizione E™ lim ; ,15% flg%(e cos(2t) — 2e’sin(2t)) =1

Siccome f(z,y) ¢ differenziabile in (0, 0) si puo procedere anche facendo il prodotto scalare tra il gradiente
in (0,0) e il vettore ¥ :

Vf(z,y) = (e* cosy,—e*siny) e quindi V£(0,0) = (1,0), da cui segue :

of
ov

el cos(2t) — 1
t

(0,0) =V£(0,0)-v=(1,0)-(1,2) =1

(¢) f(z,y) =+/|z%2 — zy| in P(0,0) nella direzione del vettore v = (1,1)

Come visto nel punto (¢) esercizio 5 la funzione f(z,y) non ammette gradiente. Non rimane quindi che
utilizzare la definizione :

97 0,0) = tim LED =100 VIE =]

ov t—0 t t—0 t =0

8. Determinare il piano tangente al grafico delle seguenti funzioni :
(a) f(z,y) = 2 — y® nel punto (0,1, 1) :

£(0,1) = -1, Vf(z,y) = (322, -3y?) e quindi V£(0,1) = (0,—3). Il piano tangente al grafico della
funzione nel punto (0,1, —1) & quindi : z= f(0,1) + Vf(0,1) - (z,y — 1) = 2 — 3y.

(b) f(z,y) = ¥ + y® nel punto (1,1,2) :

f(1,1) =2, Vf(z,y) = (yo¥~! +y%logy, 2¥logz +y* ) e quindi Vf(1,1) = (1,1). Il piano tangente
al grafico della funzione nel punto (1,1,2) ¢ quindi : z = f(1,1) + Vf(1,1)- (z — L,y — 1) =z + y.

(¢) f(z,y) = v/ + y? nel punto (2,0,2) :

. . € Y R . N
2,0) =2, Vf(x,y) = s e quindi Vf(2,0) = (1,0). Il piano tangente al grafico
f(2,0) flay) =( NeeEaT \/W) q f(2,0) = (1,0). I'p g g

della funzione nel punto (2,0,2) & quindi : z = f(2,0) + Vf(2,0) - (z — 2,y) = =.

9. Determinare lo sviluppo di Taylor di secondo grado centrato nell’origine delle seguenti funzioni :
(a) f(z,y) =sinzsiny :

Vf(z,y) = (cosz siny, sinz cosy) e quindi Vf(0,0) = (0,0).
Le derivate di ordine due sono :
0%f o?f

f 2f

w(m,y) = w(r,y) = —sinz siny da cui segue w(0,0) = W(O,O) =0
o2 f 9 o R _ o _
900y (z,y) = g0 (z,y) = cosz cosy da cui segue %(O7 )= Dy (0,0)=1

Ottengo quindi lo sviluppo : f(z,y) = 2y + o(x? + 32).

(b) flz,y) = ze™ :

Vf(z,y) = (e + zy e, 22 e®) e quindi V£(0,0) = (1,0).
Le derivate di ordine due sono :

2 2

%(m,y)zde“’eryz €™ da cui segue %(0,0) =0

2 2

?)Tj;(x’ y) =2%e™ da cui segue g—y];(o, 0)=0

0?f 0% f - . 0% f 0?f

. = ) =2ze™ 4+ 2%ye™ da cui segue ——(0,0) = ——=—(0,0) =0
6m6y(gj’y) 81/31'(96"1/) e +atye a cui segue [“)x@y( ,0) Byax( ,0)

Ottengo quindi lo sviluppo : f(z,y) = = + o(z? + 3?).
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(e) f(z,y) =2”sin(y?) :

Vf(z,y) = (22 siny?, 2yz? cosy?) e quindi V£(0,0) = (0,0).
Le derivate di ordine due sono :

¢ 2

%(% y) =2siny? da cui segue %(07 0)=0

0? A

Tyé(x’ y) = —4y?z? siny® + 222 cosy? da cui segue 87/12((0’ 0)=0

o f o2 f Pf 2f

(z,y) = 4zy cos y? da cui segue (0,0)=0

Ox0y (@y) = Oyox Oxdy (0,0) = Oyox

Ottengo quindi lo sviluppo : f(z,y) = o(z? + y?).

10. Data la funzione f(z,y) = 1+ {/(x — 1)2y, si verifichi che non ¢ differenziabile in (1, 0) e si calcolino le sue
derivate direzionali in tale punto, per ogni vettore v non nullo.

af f(1+at7bt)—f(1,0):hml+\3/(at)72btfl
t

Pongo ¥ = (a,b). Per definizione si ha che : %(1, 0) = }gr(l) f lim

tva2b
}in(i) : = va2b, da cui segue V£(1,0) = (0,0). Non essendo verificata la formula g—f(l, 0) =V £(1,0)-
— v

concludo quindi che f(z,y) non & differenziabile in (1,0).

=

11. Calcolare gli eventuali punti di massimo, minimo o sella delle seguenti funzioni:

(a) flz.y) =2y +a®—2y:
Calcolo il gradiente di f(x,y) : Vf(z,y) = (2x + 22y, 2? — 2). Ponendo V f(x,y) = (0,0) si ottengono i
due punti stazionari (v/2, —1) e (—v/2, —1). Per determinare la natura dei due punti stazionari calcolo

la matrice Hessiana :
242y 2z
e = (577 0.

Osservo che H(v?2,-1) = ( g\/i 3\/5 ) e H(—v2,-1) = ( [12\/5 82\/5 ) sono entrambe indefi-

nite. I due punti stazionari sono quindi due punti di sella.

(b) f(@,y) =2+ v +ay:
Calcolo il gradiente di f(z,y) : Vf(z,y) = (322 + y,3y? + x). Ponendo Vf(x,y) = (0,0) si ottengono
i due punti stazionari (0,0) e (—1/3,—1/3). Per determinare la natura dei due punti stazionari calcolo
la matrice Hessiana :

H(z,y) = ( (li% éy ), e osservo che H(0,0) = ( (1) (1) > ( matrice indefinita ) e H(—1/3,—-1/3) =
1_2 172 ( matrice definita negativa ). Il punto (0,0) risulta quindi essere una sella e il punto

(=1/3,—1/3) un massimo relativo.

f(a,y) =log(1 + 2?y?) :

Essendo la funzione logaritmo una funzione strettamente crescente sul suo dominio posso ridurmi a
studiare la funzione g(z,y) = 1 + 22y. Calcolo il gradiente di g(z,y) : Vg(z,y) = (2292, 2ya?).
Ponendo Vf(z,y) = (0,0) si ottiene che tutti i punti dei due assi coordinati sono punti stazionari. Per
determinare la natura dei punti stazionari calcolo la matrice Hessiana :

2y?  dx

Purtroppo la matrice Hessiana risulta nulla su (0, 0) e solo semidefinita sugli altri punti dei due assi. In
ogni caso quindi non posso concludere nulla sulla natura dei punti stazionari. Posso pero concludere con
la seguente argomentazione : x?y? > 0 — 1+ 22y? > 1 — f(x,y) = log(1 + 2%y?) > 0. Essendo f(z,y)
nulla sugli assi, tutti i punti stazionari risultano essere punti di minimo assoluto e quindi di minimo
relativo.

—
o
~
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(d) f(z,y) =zcosy:
Calcolo il gradiente di f(z,y) : Vf(z,y) = (cosy, —xsiny). Ponendo Vf(z,y) = (0,0) si ottengono gli
infiniti punti stazionari Py, = (0, 5 + km), per k € Z. Per determinare la natura dei punti stazionari P

calcolo la matrice Hessiana :

(0 —siny
H(z,y) = ( —siny —xzcosy )7
0 +1

e osservo che H(Py) = ( 410

>, matrice indefinita. Gli infiniti punti stazionari Pj sono quindi

tutti punti di sella.

flz,y) =1+a22+y2:

Essendo la funzione radice una funzione strettamente crescente sul suo dominio posso ridurmi a studiare
la funzione g(x,y) = 1+ 22 + y2. Calcolo il gradiente di g(x,y) : Vg(z,y) = (2z,2y). Ponendo
Vf(z,y) = (0,0) si ottiene I'unico punto stazionaro (0, 0). Per determinare la natura del punto stazionaro

calcolo la matrice Hessiana :
2 0

matrice definita positiva. Il punto (0,0) risulta quindi essere punto di minimo locale per la funzione
g(x,y), e di conseguenza anche per la funzione f(z,y). Si osservi che (0,0) & anche punto di minimo
assoluto per g(z,y) e quindi per f(z,y), essendo ¢(0,0) = 1 e g(z,y) > 1 per ogni (z,y) € R2.

—
@
~

fla,y) = e~ @+

Essendo la funzione e~ una funzione strettamente decrescente su R posso ridurmi a studiare la funzione
g(z,y) = 22 +y%. In modo perfettamente analogo all’esercizio precedente ottengo che la funzione g(z, y)
ha il solo punto stazionario (0,0), che risulta essere punto di minimo locale e assoluto. Posso quindi
concludere che la funzione f(z,y) ha il solo punto stazionario (0,0), che risulta essere punto di massimo
locale e assoluto.

—~
—
=

1 .

(&) f(,9) = oz
-2 —4
Calcolo il gradiente di f(z,y) : Vf(z,y) = ((:rz m ;yz)Z" T ;jyz)
non & mai verificata sul dominio D = R? — {(0,0)}. Non esistono quindi punti stazionari.

5)- Siha quindi che V f(z,y) = (0,0)

(h

Na?

flo,y,2) = 22 — 1822 + 6y — 4y2=2.

Calcolo il gradiente di f(x,y,2) : Vf(2,y,2) = (6y — 367,63 — 8yz, 2z — 4y?).

Ponendo Vf(z,y, z) = (0,0,0) si ottengono i tre punti stazionari (0,0, 0), (1/24,1/4,1/8) e (—1/24,-1/4,1/8).
Per determinare la natura dei punti stazionari si calcoli la matrice Hessiana :

—36 6 0
H(z,y,z) = 6 —8z —8y
0 —8y 2
Si osservi che:
-36 6 0
H(0,0,0) = 6 0 0
0 0 2

i cui autovalori sono A\; = 2, Ay < 0, A3 > 0, e dunque H(0,0,0) ¢ una matrice indefinita ;

-3 6 0
H(1/24,1/4,1/8) = 6 —1 —2
0 -2 2

il cui polinomio caratteristico & —T% — 3572 4 78T + 144; per la regola dei segni di Cartesio ci sono due
autovalori strettamente negativi e uno strettamente positivo, e dunque H(1/24,1/4,1/8) risulta essere

indefinita;
-36 6 0
H(-1/24,-1/4,1/8) = 6 -1 2
0 2 2

poiché il polinomio caratteristico di H(—1/24,—1/4,1/8) & identico a quello di H(1/24,1/4,1/8), anche
H(-1/24,—-1/4,1/8) risulta essere indefinita.
Quindi tutti i tre punti sono punti di sella.
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12. Calcolare Vf e Af ( Laplaciano di f) dei seguenti campi scalare
(a) f(z,y,2) =ay® +yz®—2%: Vf(r,y,2) = (% 2oy + 22, 3yz? — 22) Af(z,y,z) =2z + 6yz — 2

(b) fx,y,2) =ysinz+axsiny: Vf(z,y,2) = (siny, sinz+zcosy, ycosz) Af(x,y,z)=—xsiny —ysinz

1 2

(e) flzyy,2) =22 +y2+22: Vf(z,y,2) :W (z,y, 2) Af(z,y,2) :W

13. Calcolare divergenza e rotore dei seguenti campi vettoriali :

(a) F(z,y,2) = (2y, yz, zx) :

dvF=v.F=21, 00 OF

or | Oy | 0z =ytztw

bt F =V AF — _ 0Fy 0F, 0Fy O0Fy 0F, O0F

EES
SIS
RN

(b) F(x,y,2) = (2% +yz, xyz, v + 29%) :
divF =V -F=2r+zz+¢y>

rot F=VAF=2yz—yzx,y—1,yz—2)

(¢) F(x,y,2) = (zcosz, ysinz, zcosy) :
div F =V - -F =cosz+sinz + cosy

rot F =V AF = (—zsiny, —zsinz, ycosz)
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PROBLEMAS DE DIFERENCIABILIDAD

1.- Calcular las derivadas parciales, si existen, de las siguientes funciones en IR™ en los
puntos indicados.

22—y siy>0
1) fi(x,y) = {x2 N 53 o Z Zg los puntos (0,0), (1,0) y (0,1).

@y
2) fa(z,y) = em—y, en un punto arbitrario (xg,yo)-

3) fs(z,y) = LQ en los puntos (0,1) y (2,0).

4) fuz,y,2 (:1; Tty > en los puntos (0,1) y (2,1).
Yy -
5) fs(z,y,2 ( x + y) log(x? + 1/2),arcsenac2;_f_22)7 en el punto (1,1,0).
-~ 3
6) felz,y,2) = (tan(x +y),dzeV =, T + senz), en el punto (1,—1,7).
o )
7) f7(z,y) = (x coszseny, e*¥), en un punto arbitrario (g, yo)-
8) fs(z,y) = (2 + 4?)In(2? + y2), en el punto (e, 0).
_ 2 A
9) fo(x,y,2) = ( arctan (2f2> ,ew2+y2+zz>, sobre un punto arbitrario (o, ¥o, 20)-
Y2+ z
10) fio(z,y) = /a? — 22 — y2 en el punto (%, g) con a # 0.
11) fi1(z,y) = x%seny + ycosz en un punto arbitrario (z, o).
12) fi2(x,y) = e*cosy + senx tany en el punto (0, 0).
13) fis(z,y,2) = e*T¥T* en el punto (1,2,3).
14) fi4(z,y) = (22 + y,senz + cosy, ) en el punto (0, 0).
2V
15) fis(z,y) =2® en el punto (1,0).

2.- ;Cuales de las funciones anteriores son diferenciables en los puntos indicados? Para
aquellas que sean diferenciables, calcula su diferencial.

3.- Calcular la derivada direccional de las siguientes funciones en el punto indicado y segin
la direccién del vector dado.

1) fi(z,y) = €"¥ 4+ yarctanz en el punto (0,0) y direccién (1, —1).

2) fg(x,y) = /3y? — 22 — 22y en el punto (3,4) y direccién (3,4).
3) fi(z,y,2) = (502 — 2,z — COs (E>) en el punto (2,0, 27) y direccién (1,0, 1).
x
3
4) fi(z,y) = (z? + 92, y) en el punto (2,4) y direccién 771-
5) fs(x,y,2) = xcos(yz) en el punto (0,0,0) y direccién (2,1, —2).
6) fo(z,y) =223y — 3y? en el punto (2,1) y direccién (a, 1 — a?).

Hallar a para que esta derivada sea méxima.

116




4.- Calcular la matriz jacobiana de las siguientes funciones.

1) il(x7y) = (ac",log(xy),?x)
2) fo(z) = (ze®, cos(cos(z))).
3) i?)(m?yy Z) = (I/.Q log(z) + y\/i — XYz.
4) i4($7y72) = (ﬂcyz,xy,x)
5) fs(%yaz):(2$+4y7z,6x73y—4z).
222
5.- Sea la funcién f(z,y) = ¢ 24+ yt si (2,) # (0,0) . Demostrar que existen las

0 si (z,y) = (0,0)
derivadas parciales en en origen, sin embargo no es continua en dicho punto.

6.- Estudia la diferenciabilidad de las siguientes funciones en el punto (0, 0).

1 .
1 fi(z,y) = {ZCOSM si (z,y) # (0,0) '
0 si (I:y) = (070)

2 4 2o
2) fo(z,y) = (& +y7)se x? 4+ y? )
0 si (z,y) = (0,0)

ad =yt
3) faz,y) =3 Zry? O (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

4) f4(1',y) = \/@

5) fs(z,y) = |zy|® segin los valores de a € IR.
1

6) fo(z,y) = { z2 4 y? .
1 six? + y2 <1

sen(z3y)

222+ 1

siz? +y%>1

7) f7($,y) =

x+y

$) oy =4 Ve S F00)
1 si (z,y) = (0,0)

r+y

0) folwry) =4 Ve igs T F0.0)
z+y si (z,9) = (0,0)

7.- Calcula el gradiente de la funcién f(z,y,z) = fson(xscn(ysm(z))w(t)

oy dt en el punto
(0,0,0).
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8.- Sea f(z,y) = 2¢=" + ¢ la altura de una montafia en la posicién (z,y) € R~
(En qué direccién desde (1,0) se deberia comenzar a caminar para escalar lo més rdpido
posible?
3,3
0ty .
9.- Se considera la funcién f(z,y) = 22 + y2 st (2,y) #(0,0) .
0 si (z,y) = (0,0)

1) Estudiar la continuidad y la existencia de derivadas parciales.

2) Hallar la derivada direccional en una direccién arbitraria 6 en el punto (0, 0).

3) iEs diferenciable la funcién en el punto (1,2)? En caso afirmativo, calcular la dife-
rencial.

10.- Encontrar una aproximacién polinémica hasta grado 3 de las siguientes funciones.

1) fi(z,y) =log(1l + x + y) alrededor del punto (0, 0).
2) fo(z,y) = 23 + 322y + 929? — 522 alrededor del punto (1,2).
3) f3(z,y,2z) = e*"¥~*¥ alrededor del punto (2,1,1).

11.- Calcular la matriz hessiana de las siguientes funciones en los puntos indicados.

1) fi(z,y,2) =z tan(zz) — y°/2, en el punto (1,2,7).

2) fo(z,y) = arctan(log(e®T2)), en el punto (0,0).
3) fa(z,y,2) = zese“(”2)+W, en el punto (0, 1,0).

12.- Escribir la ecuacién del plano tangente a la superficie z = rcos(36) (coordenadas
T

cilindricas), en el punto correspondiente a r = 1,0 = 5

13.- Sea f(x,y) = \/zy.

1) Usando definicién de derivada direccional demostrar que las derivadas parciales en el
origen son 0 y que (1,0),(—1,0),(0,1) y (0,—1) son las unicas direcciones para las
cuales existe derivada direccional en el origen.

2) (Es continua en (0,0)?

3) (Es diferenciable (0,0)?

14.- Sean f(z,y) = 2x 4+ vy, g(z,y) = 1 + \/|zy|. Demostrar que g no es diferenciable en
el origen, pero que h(z,y) = (f - g)(x,y) si lo es. Calcular la derivada direccional méxima
de h en el origen. jEn qué direccién es maxima?

15.- Sean f(z,y) = (y + cos(z),z + ¢e¥), g(x,y) = = +y. Demostrar que f y g son
diferenciables en IR2. Calcular la matriz jacobiana de la funcién compuesta h = g o f en
el punto (0, 0).

2

xy .

16.- Sea f(r,y) = ¢ x2 — 4?2 st faf # [yl . Demostrar que f es derivable en toda di-
0 si [zl =]yl

reccién en el origen, pero no es diferenciable en dicho punto.
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Ty si ozy>0
17.-Seaf(x,y)={ﬂ si xZQO'

direccional en (0,0) es nula.

Hallar los seis vectores para los cuales la derivada

18.- Sea : IR? — IR diferenciable en un punto p € IR?. Supongamos que D, f(p) =1y
que D, f(p) =2, siendo v = (2,3) y w = (1, 1).

1) Calcular el gradiente de f en el punto p.
2) Representar el conjunto de todos los vectores u para los que D, f(p) = 6.
3) Calcular el médximo de la derivada direccional de f en p.

2,2
19.- ;En que direccién la derivada direccional de la funcién f(z,y) = % sobre el
T Y
punto (1,1) es igual a cero.
20.- Hallar las direcciones para las cuales la funcién f(z,y) = |z + y| tiene derivadas

direccionales en el punto (1,—1).

Va2 +y? es continua,

0 si (z,y) =(0,0)

21.- Demostrar que la funcién f(z,y) =

{“’ si (z,y) # (0,0)

diferenciable y que tiene derivadas parciales.

22.- Demostrar que la derivada direccional de la funcién f(z,y) = 222 + 2y? — 4zy + z +
2sen(yx — ) en el punto (1,1,1) en su direccion de méximo crecimiento es 36.

2,2
23.- Sea f(z,y) = %yg) st (z,y) # (0,0)

0 si (x,y) =(0,0)

1) Calcular las derivadas parciales fuera del origen.

2) Demostrar que las derivadas parciales en el origen son 0.
0% f 0% f
(0,0) y
0x0y Jyox

(0,0). Dar una breve explicacién de estos resultados.

3) Calcular
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Funciones de varias variables.

PROBLEMAS RESUELTOS 1
(continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad de
funciones de varias variables)

PROBLEMA 1

Estudiar la continuidad de la funcion:

Xy
f(xay)= x2+y2 (x’y)i(o,o)

0 (x»=(0,0)

SOLUCION

Planteamos el estudio del limite en el origen realizando un cambio a coordenadas

polares:
x=pcos(0)
y=psen(0)
Asi:
3 2
5 . picos’(0)sen(0) , )
/= (X,}}E}o,m f(x,y)= ngg—z = nggpcos (6)sen(0)=0

de donde se sigue que la funcion dada es continua en el origen, ya que

lim f(x,y)= f£(0,0)=0.

(x,9)—>(0,0)
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PROBLEMA 2

Estudiar la continuidad de la funcion:

x+y
— (x,»)#(0,0)
Sxy)=qx=y
0 (x»)=(0,0)
SOLUCION
Planteamos el estudio del limite en el origen realizando un cambio a coordenadas
polares:
x=pcos(0)
y=psen(0)
Ast:

= lim f(ry)= limpcos(t9)+psen(n9) _ cos(6)+sen(0)
@.)(0.0) 70 peos(0)— psen(8)  cos(0)—sen(0)

Por tanto, el limite depende de &, de donde se sigue que no existe limite doble y que la

funcién dada no es continua en el origen.
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Funciones de varias variables.

PROBLEMA 3

Estudiar la continuidad de la funcion:

L (0.0
Sy =15y +(x— ) (o) = (0.0
0 (x,)=(0,0)

SOLUCION

El origen es el punto en el que la definicién de la funcion cambia, por tanto, es en ese
punto donde debemos estudiar si se pierde la continuidad o no. Para ello, estudiamos la
existencia del limite doble de f{x,y) en dicho punto.

Si construimos la curva paramétrica

x=t
y=th(r)
donde lz'rgz th(t) =0, entonces:
2,212 272
I= lim f(x,y):ll'mMZHh(t) — lim— R (1) :
(6.)-(0,0) SOEh () + (E—th(2))” =0t h (1) +(1-h(2))
por ello,
. 0
si h(t)—>O=>l:T:0
si h(t)->00=>[=0
si h(t)—>k;at0:>l:L2
(1=Fk)

Nos encontramos con la duda sobre el valor del limite / cuando /() es una funcion tal

que lim#A(¢#)=1. Para solventar este problema estudiamos algin caso particular de
t—0

funcioén A(t), por ejemplo, tomando A(2)=(1-t). En tal caso,

2 _ 2 _ 2
[=lim (1 zt) =lim { l;) =l¢0.
DO (1=t) +22 20 (1-1) +1 2

Del resultado obtenido deducimos que no existe el limite doble de f{x,y) en el origen y,
por tanto, la funcion dada no es continua en (0,0).
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PROBLEMA 4

Estudiar la continuidad de la funcion:

y2
Fny)=1x+)7 (x,) #(0,0)

0 (x»=(0,0)

SOLUCION
Planteamos el estudio del limite en el origen realizando un cambio a coordenadas
polares:

x=pcos(0)

y=psen(0)
Asi:

2 2
: . p’sen’(6) ,
I= 1 i 2sen (0)
(00 S(5y) i o’ sen” (0)

Por tanto, el limite depende de &, de donde se sigue que no existe limite doble y que la

funcion dada no es continua en el origen.
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PROBLEMA 5
Estudiar la continuidad de la funcion:
x} + 3
gy 0200
0 (x,¥)=(0,0)

SOLUCION
Debemos estudiar la continuidad de la funcion en el origen. Para ello, estudiamos la

existencia del limite doble de f{x,y) en dicho punto.

x=t
y=th()

Si construimos la curva paramétrica

donde lz'ng th(t) =0, entonces:
1

3 3713 3
I= lim f(xy)=lim t2 +t2h2(t) — lim t+th2 )
(x.9)-(0.0) 0+ h () 0 1+ k(1)

por ello,

si h(t)—>0=>l=$=0

t
5~ +th()
S h()->m=si=tim D 9
t—0 1
P
h(¥)

si h(t)—>k;t0=>l:%:0

Asi, se concluye que el limite doble de la funcion vale / = 0. Por tanto, la funcion dada

es continua en (0, 0) puesto que

lim  f(x,y)=/(0,0)=0.

(x,3)>(0,0)
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PROBLEMA 6

Estudiar la continuidad de la funcion:

1
f(y) = yse"(xuyzj (x.)#(0,0)

0 (x,»)=(0,0)
SOLUCION
Estudiamos la existencia de limite doble en el origen. Para ello utilizamos coordenadas
polares,
{x = pcos(0)
y=psen (9)
Asi:

(x,5)(0,0)

I= lim f(x,y)= limpsen(ﬁ)sen [sz =0=£(0,0)
p—0 p

Por tanto, el limite doble vale 0 y la funcion dada es continua en el origen.
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PROBLEMA 7

Estudiar la continuidad de la funcion:

3

X
f,y)=yx+y (x, ) #(0,0)
0 (xay) = (0,0)
SOLUCION

Empezamos por estudiar la existencia de limite doble en el origen. Para ello

consideramos la curva paramétrica

X =
y=th(r)
donde lz'ng th(t) =0. Entonces:
3 2

t
I= lim x,y)=lim =lim
(,7)>(0,0) S(x) o0t +th(t) 0 1+ k(1)

por tanto,

si h(t)—>0=>l:%=0

si h(t)—->00=>1=0
si h(t)—>k¢0=>l:L:0
1+k

Asi, se concluye que el limite doble de la funcién vale / = 0 y que la funcién dada es

continua en (0, 0).
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PROBLEMA 8

Estudiar la continuidad de la funcion:

Xy
Fony) =13+ (x, y) # (0,0)

0 (x»=(0,0)

SOLUCION
Planteamos el estudio del limite en el origen realizando un cambio a coordenadas
polares:

x=pcos(0)

y=psen(0)
Asi:

2
. .p cos(@)sen(@)
l . 1 = 1 e S 9 9
(3 o0.0) Sx) pa o cos(6) sen(0)

por tanto, el valor de / depende de &, de donde se sigue que no existe limite doble y que

la funcion dada no es continua en el origen.
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PROBLEMA 9
Estudia la continuidad, existencia de las derivadas parciales y diferenciabilidad de la
funcion:
2 (5)#(0.0)
Sy =12+
0 (x»)=(0,0)
SOLUCION

Comenzamos estudiando la continuidad de la funcién dada en el origen (en el
resto de puntos se tiene que la funciéon dada es diferenciable). En primer lugar
planteamos el estudio del limite realizando un cambio a coordenadas polares:

x=pcos(0)
y=psen (9)

Asi:

i p’cos(0)sen(6) i cos(0)sen(0) cos(0)sen(0)
=lim =1lim =
0 o (cos3 (6)+sen’ (6)) p0 (cos3 (0)+sen’ (6)) (cos3 (0)+sen’ (9))

por lo que / depende de @, de donde se deduce que no existe el limite doble de f'en el
origen. De esta manera se tiene que / no es continua en el origen y, como consecuencia,
tampoco es diferenciable en dicho punto.

Con respecto a la derivabilidad parcial se tiene que:

)
f(Ax,0)-7(0,0) . | (Ax)

Y (0,0)= lim - lim =0
Ox Av—0 Ax A0 Ax
Fuwﬁ
_ Ay
7 (0,0) tim O SO0 i) @) ),
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

Por tanto, se tiene que f'es una funcién que admite derivadas parciales en el origen y

no es diferenciable en dicho punto.
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PROBLEMA 10

Estudiar la continuidad y la existencia de derivadas parciales de la funcion,

(xz_i)2+x6 si (x,9)#(0,0)
f(x,p) =
0 Si (x,y):(0,0)

en el punto (0,0).
SOLUCION
La funcion no es continua en (0,0), ya que los limites segin la recta y = x y la parabola

2 .
Y = X~ son, respectivamente,

6 6

, , X
llm0 3 =lim— ——F— =0
x> 2 6 x—0 —
y:x(x —x) +xf TOXT =2X 4+XxT+X

6 6
, X ,
lmg—zzhm—é:l
x> 2 2 6 0
i 2()c -x ) +x° 70X
y=x

Al ser distintos los valores obtenidos, la funcion no tiene limite doble en (0,0), y por lo
tanto no es continua.

Analicemos la existencia de derivadas parciales en el origen,

h6
S—
fr(O,O)=lz'mf(h’0)_f(0’0) =lim b+ h° =lim h >=0
. h—0 h h—0 h 01+ h
0,k)- £(0,0 -
f},,((),0)=lz'mf( k)= 1O, )=Zz'm0 0=O
k=0 k k-0

luego f{x,y) admite derivadas parciales en (0,0) sin ser continua en dicho punto.

NOTA

La representacion grafica de la funcion f(x,y) es,
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PROBLEMA 11

Dada la funciéon

xt+ oyt )
f(xy)= amg[)czwzj () %(0.0)
a (x,)=(0,0)

a) Determinar el valor de a para que la funcién sea continua en el origen.

b) Para este valor de a calcular g (0,0), g (0,0).
ox Oy

¢) Hallar la derivada direccional ZL(I,O), siendo s la direccion que forma un
s

angulo de 60" con la parte positiva del eje OX.

SOLUCIONES (Resuelto en clase el viernes dia 26 de marzo. Observa que el apartado
¢) se expresa y resuelve aqui de modo “diferente” a lo visto en clase, jpronto
aprenderemos muchas cosas mas!).

a) Siaplicamos el cambio

x=t
y=th(?)
donde lz'ng th(t) =0, entonces:
' h () +2h (1)
I= 1 =1i tg————=1i tg——————=
(x,y)lg(lwf(x’ y)=limarcig £+ 120 (1) ST 1 (1)
por ello,
0+0
si h(t)—>k=I1=arct =0
® & 1+ 42
t2
2 +7h (1)
si h(t)—->0=>I= lz'ng arctg(l)— =0

1
P
h(t)

si h(t)—->0=>1=Ilim arctgw =0
t—>0 1+0

Iim f(x,y)=0

(%.3)->(0.0)
Para que f{x,y) sea continua en (0,0) debe ocurrir que el limite anterior coincida con

(0,0), es decir, que
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a= f(0,00=0
b)
4x° (x2 +y2)—2x(x4 +y4)
o _ (XZ +y? )2 _Ax°+4xy? —2x7 = 2!
Ox . X+t 2 (x2+y2)2+(x4+y4)2
X+’
of 0
“(0,0)=—
Gx( ) 0
Asi,
4
Ao 0.0 arctg (ixx)Z -0
1(0,0)=All’mof( . )A;f( : )—Alximo (Ax) =
x X —> —>
2 2
i ) () g0y
Ax—>0 Ax A—>0  Ax ox

Por simetria,

o
—(0,0)=0
Z(00)
¢) Si tenemos en cuenta que,
Z—J:(x,y):%(x,y)cosa+%(x,y)sena
entonces
5 3.2 4
o X y)= 2x +4icy —2xy 231(170)2221
Ox (x2+y2) +(x4+y4) Ox 2
y
4y3(x2+y2)—2y(x4+y4)
of (2 +2?) of 0
—(x,y)z S 2 T a2 3_(1’0):_20
oy (¥ +)7) +(x*+)*) oy 2
(x2+y2)2
finalmente,
o

g(x,y) =1cos60° =%
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PROBLEMA 12

Sea

xzarctgZ —yzarctgﬁ x#0060y=#0
S(xy)= x y

0 x=00y=0
Estudiar la existencia en el origen de las derivadas: f,, f,, /., /..

SOLUCION

, 0
f(h’o)_f(o’o) ) harctgz—o_

Do £0.0)=lim

ii) £,(0,0)= il'ng _ /l’”g o
W L00=0n w M

Calculamos primeramente (0, )

) ko, h
f(h,k)—f(O,k) h arctg;—k arctg%

S (0.k)=lim h = h -
arctg ﬁ ﬁ
=lim harctgﬁ—k2 lim k_0Z g2 iimk =
h—0 h h—>0 h 2 h—0 }
=-k’ 1 =—k
k
Sustituyendo en (1),
1,(0,0)=lim k0
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Calculamos primeramente £, (5,0)

2 k 2 h
f(h,k)—f(h,O) h arctgz—k arctg%

fy(h’o):{ffé k :igmo k -
k k
arctg — A -
=’ lim —limkarctg —=h* lim2 - 0= =
k—0 k—0 k k=0 f 2
=i L h
h

Sustituyendo en (2),

Ch=0
ﬁx(0,0)={11237_1
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PROBLEMA 13

., x
Dada la funcién w = 2s°¢, donde s = x* + yz,t ==

a) (Cual es la direccion de maximo crecimientode wenx =y =1?.
.Y la de maxima disminucion?.
b) Determinar la derivada direccional en el punto dado en la direccion en la que w

crece con mayor rapidez.

¢) Calcular d*wen el punto (3,2).

SOLUCION

) x
Siw = 2s-t, donde s = x>+ )*,t ==, entonces:

x  2x°+2x)°

w:2(x2+y2)—:—:>

y y
azw_IZx

6_w:6x2+2y2 _ o’ _7

. Ox y 62w:4y2—6x2—2y2:2y2—6x2

Oyox s s

ow dxy* —2x° —2xy° _ 2xp* —2x°

El v Y

a) La direccion de maximo crecimiento es la direccion del gradiente en dicho punto

I(lﬁl)ﬁ
—W(i)—g, _W(l)—0—>g)ad(‘) ( ’ ) ( )
ax C—y

La direccion de maximo crecimiento es el eje X cuando se toma el sentido positivo
del mismo. La direccion de maxima disminucion es —Vw(p) =(-1,0).

b) f,(P)=|grad w(P)|=8

<)

*w *w *w
d*wW(P)=| —dx*+2 dxd +—d 3,2)=
w(P) = {a axayxy P y]( )

d*w(P) = (Ide +2[ §3jdxdy+77dy2j

d’w(P) =18dx* —23dxdy + %a’y2
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PROBLEMA 14

Dada la funcion:

)
gy 0200
0 (x,»)=(0,0)
Se pide:
a) Determinar la continuidad de f.

b) Estudiar la continuidad de las derivadas parciales de f. ;De los resultados

obtenidos puede deducirse la diferenciabilidad de f'en el origen?.

SOLUCION
a)
1.- £(0,0)=0
2y b 3sen@ cos® 6 — p’sen’d
2.— Ilim f(x,y)= Iim » -y — lim p sen psen’d
(x,2)-(0,0)° (x,9)—(0,0) xZ +y2 (x,)->(0,0) pz

P (cos2 Osend — sen3t9) ) , ,
= lim > = Ilim p (cos 0 —sen 49) send =
(£,9)-(0,0) el (£,9)(0,0)

= Ilim pcos2@send =0

(x,)=(0,0)

3.-1(0,0)= i
fO.00= lim "f(x.y)
Luego f{x,y) es continua en (0,0).

b) i.- Analicemos la continuidad de la derivada parcial con respecto a x, en el origen

0
_ —-0
6f(0,0) =lim f(h,O) /0.0 =lim n* =lim—=0
ox h—0 h -0 -0}y
o (xy) _20(x+07) (" —»")2x  4ns
ox (xz+yz)2 (x2+y2)2
entonces podemos escribir,
4xy’
of (Fea) (x,»)#(0.0)
a——— X
ox 7
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analicemos su continuidad en el origen,

of (0,0
a)—f( ) =0
ox
a . 3 4 3
b) lim M: lim 4y > =lim 4p Cosf’sen 4 =4cos@sen’d
(x,¥)—(0,0) ox (x,y)ﬁ(()‘())(XZ +y2) p—0 P
of (x, . af (x, .
luego [lim M no existe, de lo que se deduce que M no es continua en
()00 Ox Ox
(0,0).
ii.- Analicemos la continuidad de la derivada parcial con respecto a y, en el origen:
/S
———0 3
of (0,0 0,k)— £(0,0 . K2 _
A )=ll'mf( )=/ ):lzm k =lim—-=-1
oy k=0 k -0k 0
o (xy) (x¥=307)( +)7) (0" =" )2y 54—yt 4y’
- 2 - 2
y (x2 +y2) (x2 +y2)
resulta que,
ot 4y yz
of —— (x2)=(0,0)
L)
o
-1 (x,»)=(0,0)
analicemos su continuidad en el origen,
of (0,0
a)—f( ) =-1
oy
P , 44 42 2 4 49 4 4n 4 2 2
by lim f (x,5) R e 4’y Jim €08 60— p'sen 94 4p"* cos’ Osen’d _
(x,¥)—(0,0) ox (x,)—(0,0) (xz +y2) p—0 ye,
=cos’ @ —sen*0—4cos’ Osen’d
of (x, ) of (x, .
luego Ilim M no existe, de lo que se deduce que M no es continua en
(x2)>(0.0) Oy oy
(0,0).

Por tanto, de los resultados obtenidos no puede deducirse la diferenciabilidad de

f(x,y) en el origen, (ninguna de las parciales es continua en el origen).
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PROBLEMA 15
Si la temperatura de un deposito cilindrico viene dada por la funcion
T(x,y,z) = l()(xe_y2 + ze"‘z)
y nos situamos en el punto de coordenadas (0,0,1), se pide:
a) Determinar cudl es la razéon de cambio de la temperatura al desplazarnos
hacia el punto de coordenadas (2,3,1).
b) En qué direccién debemos movernos para que la temperatura disminuya lo
mas rapidamente posible. ;Y para que aumente?
c) Si no quisiéramos apreciar cambio alguno de temperatura jqué direccion
debemos tomar?.

d) Si nos movemos siguiendo el camino descrito por,

d(Tox
(0 = (3(0), 5(0),2(t)) = [——3\/—1,‘ 0, ——3[ t] determinar —( = %) .
SOLUCION

a_Tzlo( 2zxe” ) =10

Fore (0,0,1)
T(x,y,z) — lo(xe-yl n Ze_xl) => a_T = 10(—2Xye‘}’z ) =0

ay (0,0.1)

or 10(e) =10

oz (0,0,1)

a) P(0,0,1)y Q(2,3,1) consideramos el vector unitario,

RSN

entonces,

d »,T(0,0,1)=(10,0,10 2 20
@( = )(J_J_ J I3

b) Para que disminuya lo mas rapido, nos debemos mover en la direccion,
—VT(0,0,l):(—I0,0,—IO),
Para que aumente lo mas rapido, nos debemos mover en la direccion,
VT(0,0,1)=(10,0,10)
¢) Para que no haya cambio de temperatura buscamos el vector tal que,

d;7(0,0,1)=0=>(10,0,10)(v;,v,,v;) =0=>v, = —v,
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entonces, v = (v,,v,,—v,) siendo |v| =1. Por ejemplo, en la direccion del vector

(0,1,0).

d) Calculemos

e

2 2

32 3fl]:10(_3\/5 32 ;j:

(ToX)(1)=T(%(1)) = T[——t,O,—Tz

92
= —15\/§t(1+e 2 j
cuya derivada con respecto de t es,

d(ToXx _2 %
%:-15\5[1% 2 j+15\/§te 2or

92
d(ToXx 2 —9f?
( x)——IS\/E e +! 9t
dt ot
eZ
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PROBLEMA 16

Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones,

a) Sea f:R*—>R.Si ( Z}z'n(10 0)f(x,y) =0, entonces lz'ngf(x,O) =0.
x,y)=>(0, x>

b) La derivada direccional de la funcién z=x”+3” en la direccion del vector
(1,1) en el punto (0,0) es 2+/2 .

¢) La funcién f (x,y):xzseny verifica el teorema de Schwartz para todo
(x,y)eR®.

d) La superficie de un lago viene representada por una region D en el plano XY.
Su profundidad (en metros) en el punto (x,y) viene dada por la funcion
p(x,y)=400-3x’y*. Si un baiiista esta en el punto (/,-2), determinar en

qué direccion debe nadar para que la profundidad aumente lo mas rapido

posible.
SOLUCION
a) Si, por la unicidad del limite.
b) Falso pues si consideramos el vector unitario a #%(1,1) => "uT" = [%,%J y el punto
m

P(0,0), obtenemos como derivada direccional,

<y

=

— 1 1 1 1
dﬁf 050 :Vf 050 ° T f;'(oao)af;'(oao) .( a_j: 090 .( 5_j:0
L (0.0)=9 (00 = (|00

NOTA
Podemos aplicar esta expresion de la derivada direccional por ser diferenciable la
funcion.

¢) Veamos si verifica las condiciones del teoremas de Schwartz

f(x,y)=x’seny  Funcion continua

1. (x, ) =2xseny

' ) Funciones continuas
S, '(x,y)=x"cosy

fxy "(x,y)=2xcos y} Funcion continua

entonces existe f, "(x,y) y ademas esiguala f "(x,y).

20
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Efectivamente,
S "(6, ) =2xcos y
d) La funcion p(x,y)=400-3x7y* es diferenciable en P(1,-2), entonces el vector

gradiente nos dard la direccion en la que la profundidad aumenta lo mas rapido

posible,

Vh(x.y)=(p"(x.2). ', (x. ) =(-6xy",~6x"y)

Vp(1,-2) = (-24,12) =12(-2,1)

La direccion en que la profundidad aumenta lo mas rapido posible es, (-2,1).

21
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PROBLEMA 17

Dada la funcién,

o)

S(x,y)=e

a.- Calcula la derivada direccional de f{x,y) en el punto (7,0) segin la direccion
del vector (1,1).

b.- Detemina las direcciones de maximo y minimo crecimiento de f{x,y) en el punto
(1,0), asi como el valor de las derivadas direccionales en dichas direcciones.

SOLUCION
a)

170.0=9 .05~ L0, L00) (0.0,

El vector v tiene que ser un vector unitario en la direccion de (7,1):

FEH)

v

2e e

a0 :(—7;,0).[%%:_&:&

272

b)

. .. N 2 -
Maximo crecimiento: W = (——, Oj =Vf(1,0)
e

. . - (2 _
Minimo crecimiento: 7 = (—, OJ = —Vf(l,O)
e
El valor de sus derivadas direccionales en estas direcciones,

2
dvm,o)f(LO) = ;

2

dﬁf(],o)f(l’o): e

22
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Capitulo 3

Tema 2: Integracion multiple

3.1. Teoria: Definicion de primitiva

Sea f(x) una funcién real de variable real. Una primitiva de f es una funcién F(x) tal que

% = f. El célculo de una primitiva se llama integracion y es filoséficamente la operacién

inversa que derivar.

Ejemplo I1.26. Sea o # 0. Sabemos que (z®) = ax® . Entonces, si queremos hacer la

operacion inversa,
1
%y = ——2H 4+ C,
a+1

con a # —1 y C una constante real cualquiera. Si ahora derivamos, podemos comprobar que,
efectivamente,

1 ! 1
——2t 4+ O = (a+ )zt 4 o=z,
a+1 a+1

Como se ve en | ejemplo, al integrar no obtenemos una funcién sino una clase de funciones,
porque al sumar cualquier constante a la primitiva seguimos obteniendo otra primitiva.
A la tabla der derivadas elementales corresponde una tabla de integrales elementales:

1.
D(C)=0
corresponde a
/de =C.
2.
D(z*)=0
corresponde a
1
/:cadac: — 2Tl para o # —1.
a+1
3.

1
D (In|z]) = -

corresponde a
1
/dlen|x+C.
x
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10.

11.

corresponde a

corresponde a

D (cos(x)) = —sin(x)
corresponde a

/sin(:c) dz = —cos(z) + C.

1

cos?(x)

D (tan(z)) =
corresponde a

/1 dz = tan(x) 4+ C.

cos?(x)

D (a") = a"In(a)

corresponde a

1
D (arcsin(z)) = ——
resin(e)) = =03
corresponde a
1
————dz = arcsin(z).
/ V1 — 22 (@)
D (arecos(z)) = ———
arccos(r)) = ————
V1 — 22
corresponde a

1
———dz = —arccos(z) + C.
/ V1—x? (=)
Nétese que arcsin(z) y arccos(z) son la misma funcién salvo cambiar el signo y anadir
una constante.

1
1+ 22

D (arctan(x)) =

corresponde a

1
/ T2 dz = arctan(z).
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A las propiedades de las derivadas corresponden propiedades para las integrales:

(i). A la propiedad de linealidad

(ef(z) + Bg(x))" = af'(x) + By (x)

corresponde la propiedad de linealidad para integrales
[ @@+ sg(e) do =a [ fa)do+ 5 [ g(a)da.

(ii). A la férmula para la derivada de un producto

(f9) =f'g+fgd, osea  flg=(fg) - fg

corresponde la férmula de integracién por partes

[ rade=rto- [ 1 a.

que se explicard més adelante (Seccién .
(iii). A la regla de la cadena
(flg(@) = f(g(x)) ¢ (z)
corresponde la férmula de integraciéon por cambio de variable (también llamado sustitu-
cion):
[ o) g @)de = fg() + C.

que se explicara mas adelante.

Ejemplo I1.27. Para empezar, elgunos ejercicios de cdlculo de integrales elementales, para
aplicar directamente las formulas 1. a 11. y la propiedad de linealidad (i). Véase la seccion de
ejercicios.

Ejemplo 11.28. Para o # 1,

1

— (@)

[Jtranes@s -

lo cual se saca de la integral elemental 2. acolpada con la propiedad (%ii).

1
/ Va3 + 1ade = /(:1:3 + 1) 202de = 3 /(m3 +1)'/2322dx

]. 1 3 1 2 3
= < ) /2y o=@+ 1) 24 C
31/2+1(a:+) + 9(x+) +
/COS2(Z‘) sin(z)dx = —/cosQ(x)(—sin(x))dx = —%0083(1') + C.

/ In(z) dr = /ln(a:)ldx = %(ln(ﬂz))2 +C.

X X
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Ejemplo 11.29. La integral elemental 3. acolpada con la propiedad (i) dice que

F@)
/f($)dx_1 ()] + C.

22 1 1 1
de = = 32%dz = = 1Inl|2® + 1| + C.
/$3+1x 3/x3+1a: x 3n|:5+ | +

/ cos(z) dx = In|sin(z)| + C.

sin(z)

/5j_exdx:1n(5+ex)+0.

Ejemplo 11.30. La integral elemental 4. acolpada con la propiedad (i) dice que

/ef(x)f’(x)dx =@ 40

1 —Tx 1 —Tx 1 —Tx
/ehd:c = /e dx = —7/6 (=7)dx = —-€ +C.

1 1
/azede:c =3 /eIQQ:cdx = 5612 +C.
Ejemplo 11.31. Las integrales elementales 5. y 6. acolpadas con la propiedad (iii) dicen que
[sntf@)r@) = —cos(s@) +C
[eostra@ns@) = sin(r) +C.

1 1
/63”” cos(e3)dx = 3 /cos(egx)i%egxdx =3 sin(e3%) 4 C.

Ejemplo I1.32. La integral elemental 7. acolpada con la propiedad (i) dice que

1 ! = tan €T
| @) = ) + C.

Ejemplo 11.33. La integral elemental 8. acolpada con la propiedad (i) dice que
1
f@) () — f(x)
/a f(x) ln(a)a +C.
Ejemplo 11.34. Las integrales elementales 9. y 10. acolpadas con la propiedad (iii) dicen que

/ Wf’m d = aresin(f(2)) + C = — arccos(f(x)) + K.

Ejemplo 11.35. La integral elemental 11. acolpada con la propiedad (i) dice que

L ! = arctan(f(z
/H(f(w))Qf(x)dm_ tan(f(z)) + C.
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3.2. Problemas: Calculo de primitivas

Véanse las paginas a partir de

3.3. Teoria: Integracion por partes
Sabemos que la derivada de un producto es
(f9)' = f'g+1d,

con lo cual

[ 1@ g@)de = ) gta) = [ Pl@)-o/(a) da.
siendo F'(z) una primitiva de f(z).

Ejemplo I1.36. Calcular la siguiente integral, integrando por partes: [ ze®dxz. Tenemos que
decidir cudl funcion derivar y cudl integrar. Lo que vamos a hacer es integrar e® y derivar x:

/xexdx:xex—/exdx:a:ex—ex—i—C’.

El objetivo es reducirnos a calcular otra integral que sea mds simple que la integral de la que
hemos partido.

Intercambiar el papel de las dos funciones €* y x es, por supuesto, correcto, pero puede ser,
simplemente, initil al fin de la integracion y alejarnos de llegar a un resultado:

2 2
/acexdx:a;e”"—/a;exdx

es cierto, pero nos aleja del cdlculo de la integral indefinida.

Ejemplo 11.37.

/:c2 sin(z)dz = z%(—cos(z)) — /256(— cos(z)) dz = —z% cos(z) + Z/xcos(x) dz
= —z%cos(z) + 2z sin(z) — 2 / sin(x) dx
= —z?cos(z) + 2xsin(z) + 2 cos(x) + C.
Ejemplo 11.38.
/ln(x) de = /1 In(z)dr = zIn(z) doz — /mal: =zn(z)dx — / dx

= zln(z)de —2+ C =2z (In(z) — 1) + C.
Ejemplo 11.39.
/COSQ(HJ) de = /cos(x) cos(z) dz = —sin(z) cos(z) — /(— sin(z))(—sin(z)) dz
= —sin(z)cos(x) — [ sin?(z)dz

/
= —sin(z)cos(z) — /(1 — cos?(z)) dx — sin(z) cos(x) —  + /cosQ(az) dz

147



Se ha obtenido:

/ cos2(z)dz = —sin(x)cos(x) — x + / cos?(z) dz

2/cos2(x) dz = —sin(z)cos(z) —z+C
/cosQ(x) de = _ sin(z) (3028(37) +x ‘e

3.4. Teoria: Integracion por sustitucién (cambio de variable)

[ f@as = [ sate)

donde la sustitucién es z = z(t) y por consiguiente el diferencial dx = 2/(¢) dt, segiin las reglas
de derivacion.

Tenemos

Ejemplo II1.40.

1022 dt
/ (Oa: dz = sustituyo x> +1 =1t, 3(x(t)*dz = dt, dz =

x3 +1)2
B 10(z(¢))?  dt
N / t2 3(z(t))?
10 10

10 1

— — _ -2 —2+1
= 3 dt g [ 1A=
10 10
= t‘1+C_——(x3+1)‘ +C.
3 3
Ejemplo 11.41.
i dt
/ sin(z) dz = sustituyo cos(z) =t, —sin(z) dz = dt, de = ——
cos(z) sin(z)
sin(z(t)) dt /1
/ T () n nlt|+C n|cos(x)| +
Ejemplo I1.42.
/ln?’(cos(x)) tan(z) dz
i 1
= sustituyo In(cos(z)) =t, _ sin(z) dz = dt, de = — dtc,os(x) = —dt
cos(x) sin(x) tan(x)
1 1 1
= — /t3 tan(:v(t))tan(x) dt = —/t3 dt = _Zt4 +C = —Zln4(cos(:v)) +C.

3.5. Problemas: Integracion por sustitucion

Véanse las paginas a partir de

3.6. Teoria: Integracion de funciones racionales

parte por escribir
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con signo negativo
con signo positivo. sesese
y=x

A b M Lo = Mo s oo
T T T T T T

con signo negativo
con signo pos|||v20 —
y=xcos(x)

N - T SR TR
T T T T

con signo negativo mmmm
con signo positivg s
y=xe’

Figura 3.1: Interpretaciéon grafica de la integral definida.

3.7. Teoria: Integrales definidas

Sea F'(x) una primitiva de f(z). Entonces la integral definida de f en el intervalo [a, b] es:

/f i = [F]’ = F(b) — Fl(a).

Ejemplo 11.43.

Ejemplo 11.44.

™ 1 ™ - : 2\ o 2 : 2
/ zcos(z?)dz = / 2z cos(z?) dx = = [sin(a:Q)] = sin(m”) — sin(0%) = sin )
o 2 Jo 2 0 2 2

Ejemplo 11.45.
1 1 12 0%
1 2 1 21l et —e e—1
CC2 x T
= - 2 = — [ } = = .
/0 e 2/0 e 2 1% Jo 2 2

Graficamente, una integral definida entre a y b representa el area delimitada por la funcién f,
con signo negativa cuando la funcién toma valores negativos, como se ve en la Figura
El célculo del drea entre dos funciones se hace sumando una contribucién y restando la otra.

Ejemplo I1.46. Vamos a calcular el drea entre las dos funciones Y1 = 222 y yo = 2% + 1 entre
los dos puntos en el que ellas se cruzan:

202 = 22+1

22 = 1
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Lo=“NwAEOON®O Lo=-NwsEOON®O
T T T T L — T

L L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 15 2

Figura 3.2: El rea entre dos funciones.

lo cual es x = +1. Entonces, el drea entre las dos funciones entre —1 y 1 es:

/W@%l)Qﬂdx:lf(xhlﬁu:[f+4;

-1 -1
13 (—1)3 2 2 4
= ——+1—-|———+(-))=c+==-.
3" ( 3 * )> 37373

El ejemplo estd representado en la Figura[3.9.

3.8. Problemas: Integrales dobles

3.8.1. Integracién sobre rectangulos

Sea R = [a,b] x [¢,d] un rectangulo en R? (a < b, ¢ < d). La integracién de una funcién f(z,y)

sobre R es
//Rﬂx,y)dA:/cd [/abﬂx,y)dx] dyz/: [/jf(x,y)dy} da

bajo condiciones de suficiente regularidad.

Ejemplo I1.47. Sea R = [0,3] x [0,2]. Calcular [[,(2—y)dA:

3 2 3 y2 2 3 92 02 2 3
//(Q—y)dA://(Q—y)dydx:/ [2;1/—} dx:/ [4——0—1—] dx=/2dx:6.
R o Jo 0 2 ]y 0 2 2]y 0

Ejemplo I1.48. Sea R = [0, x [0,1]. Calcular [[x cos(zy)dA:

rz=m ry=1 T=7 1 y=1
// xcos(ry)dA = / / x cos(zy) dy da = / x [ sin(:ny)] dz
R z=0 Jy=0 z=0 T y=0

= /::ﬂ [sin(z) — sin(0)] da = /‘%:7r [sin(z) — sin(0)] dz
= /xijr sin(z) dz

=0 =0

= [—cos(z)|;—y = [—cos(m) + cos(0)] = 2.
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Ejemplo T1.49. Sea R = [0,1] x [=3,3]. Calcular [/, 2y dA:

=1 T y=3 )
dydx = —_ dyd
o = [ [ a5 [
X 373
:/ 5 [y} dz
=0 Jf—"l 3 y=—3

r=1
x
:/ [9+9]y_ 4 dz

xr=

rx=1 =1
2
. 18/ = dx—9/ S de

z=0 T +1 x=0 T +1

o 22+1
= 9[ln(=® + 1)]°, = 9[In(2) — In(1)]°=) = 9In(2).

1
Ejemplo I1.50. Sea R = [1,2] x [0,1]. Calcular [[g TdA:
Ty

1 rx=2 1
dA = dydz = 1 +y)Y=, d
//R T4y /;p / —0 TH+Y yer /m:l (e y)]y_O v

_ /1 (In(z + 1) — In(2)] da

=2 =2
= / In(z+1)dz — In(z) dx
=1

r=1
xr=2
— I+ iR - [ )
rx=1
r=2

r=3
= @S- [ e
— [ain() — DI~ [on(e) — V)22
— 3(In(3) — 1) — 2(In(2) — 1) — 2(In(2) — 1) — 1(In(1) — 1)]
— 3(In(3) — 1) — 2(In(2) — 1) — 2(In(2) — 1) + 1(In(1) — 1)

3In(3) =3 —-2In(2) +2-2In(2) +2 -1
= 6+1In(3) —41In(2).

Ejemplo I1.51. Sea R = [0,1] x [0,4]. Calcular [[,\/TydA.

2 2
Ejemplo IL.52. Sea R = [—1,1] x [-2,2]. Calcular [[, (1 — % — 9) dA.

Ejemplo IL.53. Sea R = [0,2] x [-3,3]. Calcular [[(9—y?)dA.
Ejemplo IL1.54. Sea R = [-1,1] x [~1,1]. Calcular [[,(z? + y?)dA.

3.8.2. Integrales en el plano de tipo 1 y de tipo 2

Llamaremos integrales de tipo 1 las integrales en superficies D del tipo
D={(z,y) eR* a <z <by(r) <y<pi(a)}
Llamaremos integrales de tipo 2 las integrales en superficies D del tipo

D ={(z,y) € R% pa(y) <z < p1(y),a <y < b}
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Ejemplo I1.55. D = {(z,y) € R2,0 <z < 1,22 <y < x} es una regidn de tipo 1.

Ejemplo I1.56. Sea
D={(z,y) eR%0<z<2,2% <y <2z}

una region de tipo 1. La misma se puede ver como una region de tipo 2:
E:{(x,y)€R2,%§$§\/37,0§y§4}.

Ejemplo I1.57. Escribir la zona D del plano que es el triangulo dado por

Respuesta:
Dy = {(z,9) eR*0<z<1,0<y<2r}

Dy = {(m,y)ER2,%§x§1,0§y§2}.

Ejemplo I1.58. Escribir la zona D del plano que es el triangulo dado por

Respuesta:

Dy = {(z,y) eR*0<2<1,3z<y<3}
Dy = {(:z,y)eRz,OSazg%,OSygg},

Ejemplo I1.59. FEscribir la zona D del plano que es el tridngulo dado por

y = 2z, y=3r—2, Yy =x.

Respuesta:
Dy = {(z,y) eR*0<z<lz<y<22}U{(z,9) eR},1 <2 <23z -2<y< 2z}
2
Dy = {(wvy)eR?g<fc<y,0<y<1}U{(x,y)eR2,g<x<y;:,1<y<2}.

3.8.3. Integrales en el plano sobre regiones de tipo 1

Sea f(x,y) una funcién continua sobre la regién D = {(z,y) € R?,a < z < b,ps(z) < y <
¢1(z)}. La inregral se calcula

/] s@maran - | b [ [O W(()) ) dy] .

Ejemplo I1.60. Sea T el tridangulo incluido entre las rectas x = 1, y = 2z e y = 0. Calcular

[fp(z +y)dA(z,y).

El tridngulo T se expresa como una region de tipo 1 como
T={(z,y) eR:,0<2<1,0<y< 2z}
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La integral es, entonces,
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Ejemplo 11.61. Calcular

2 psin(x)
/ / ycos(z)dydx =
o Jo

S— —

D\
o
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Ejemplo I1.62. Calcular

z cos(6 z
/ ’ / ) 0 oy = / i [pesin(”ros(e) d6
0=0J p=0 0—0 0

_ [esm e

sin(m/2) _ sm(O)

3.8.4. Integrales en el plano sobre regiones de tipo 2

Sea f(z,y) una funcién continua sobre la regién D = {(z,y) € R?, ¢a(y) <z < p1(y),a <y <
b}. La inregral se calcula

/[ s@maaan - | b [ / W(()) f(a,y) dx] ay.
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Ejemplo 11.63. Calcular

2 1 2 ‘1,2
L/t/($+yﬁhdy = /ﬁ +x4 dy
0 Jy o L2

247 "2 0
5. 16 1
= 58t 5 58
= —§+8+4
= o412
31

3.8.5. Problemas variados

Ejemplo 11.64. Integrar f(z,y) = e’ en

R={0<z<1l,z<y<1}={0<z<y,0<y<1}:

1 Y 1
/ / eV’ dx dy = / [weyQ] ! dy
0 Jo 0 0

Ejemplo I1.65. Cambiar tipo de la integral

2 pln(x) In(2) ,2
/ / flz,y)dedy = ... :/ / f(z,y) dxdy.
1 0 0 ey

Ejemplo I1.66. Cambiar tipo de la integral

4 2 2 2
/0 y/2f(x,y)dxdy:...:/0/0 f(z,y) dz dy.
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Ejemplo I1.67. Calcular [} [**ev=* dydz.

1 2x 1 Y 2 1
/ / eV T dydx / / ey " dmdy—l—/ / eV Tdxdy
0 Jx 0 Jy/2 1 Jy/2
1

2
— —z11
= /0 R dy+/1 [—e""],2 Y

= /01 [—eo + ey/Q} dy + /12 [—ey_l + ey/z] dy

1 2
= {—eoy + Qey/ﬂo + [—eyfl + Qey/z}l
= 14262 —1)+—(e—1)+2(e —e'?)
= 1422 -2—e+41+2e—2e"/?
= —2+e.

Ejemplo 11.68. Calcular fol ff; dy dz.

1 px? 0 pl 1 1
// dydx = // dxdy—i—// dx dy
0 J—a2 -1Jy=y 0 Jyy
0

- [a-vas [a-vpa

= /01 [1—(—y)1/2} dy-l—/o1 [1—3/1/2] dy

1 y 0 1 g !
_ L \3/2 L 39
= g+ g L
2 2
- 1-241-Z
3+ 3
_ 2
3
1 2
= // dy dx
0 J—2a2
1
= /(2:U2)dx
0
9 .11
i
3 o
_ 2
= 3

Ejemplo 11.69. Calcular f02‘/§ fy2v/1667y2 dy dz.

2v3  py/16—32 2 6z 4 py/16—y2
Lo Lo e = 4L
0 y2/6 o Jo 2 Jo

Ejemplo I1.70. Calcular [, (z+ y+ 2)dA(z,y), con D = {(z,y) € R?, -2 <z < v/2,2? <
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2
/ (x +y+2)dyde

2

—
S W

//D(x—l—y +2)dA(z,y) =

- 2 2
:cy+y+4] dx
L 2 2

[
T
RS

r 4
2$+2+4—$3—2—2$2:| dx

I
—
RS

V2 1 24
= / 6+2x—2x2—x3—] dx
V2L 2
V2
1 1
= |6x+a®— 23— ot x5]
[ 3 4 10 )

2 1,2 VY
= [ +zy + 290} dy
T==\/y

Ejemplo IL.71. Calcular [[,(2z —y)dA(z,y), con D = {(z,y) € R?, z* + y* < 4}.

3.8.6. Cambio de variables

Cambio de variable

r=z(u,v),  y=yu,v),

tenemos que

det (8(z, y)) ‘ dudv.

J[ remasds= [[ 1.yt e (52

Ejemplo IL.72. Cambiar variables [[px —y*dA(x,y), con (z,y) = (u+v,u—v).

3.9. Problemas: Integrcion en coordenadas polares en el plano

p € R> se llama radio polar, 6 € [0, 27] se llama argumento.

2\ _ ( peos(d) o\ _ ([ VI

y psin(9) )’ 9 tan~t(y/x) )
Calcular el drea de la corona de radio interior 1 y exterior 2, en el semiplano positivo. Usando
coordenadas cartesianas, podriamos usar

-1 pVi—2? 1 pVad—a? 2 Vi—a?
[ aae [ [ a7 aa
-2 Jo -1JVi—a? 1 Jo
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En coordenadas polares, el cdlculo es mas simple:

2 ™
(*) = / / pdfdp
p=1J6=0
T 212
kI
6=0 2 p=1

3
= m—

5"

Ejemplo 11.73. Calcular ffD e=®*~¥" dA con D la porcion de circulo de radio dos en el semi-
plano x > 0. Usando la formula cartesiana,

2 4—1x2
o rare [ [T
D 0 J—V4—z2

lo cual no se logra calcular. En polares,

T 2
/ / eV A = / ’ / e pdpdd
D 0=— p=0

Ejemplo I1.74. Calcular ffD(:L'Q +4?)dA con D dado por 0 < 6 < 2m, 0 < p < 20. En polares,

T 26
// (22 +yHdA = / / o pdpdf
D 0=0 J p=0

2

2 1 260
A

6=0 4 p=0

Ejemplo I1.75. Calcular el drea de la corona de radio interior 1 y exterior 2 en el semiplano
y >0, y la integral [, (3z + 4y?)dA.
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3.10. Teoria: Integracién en R?

La integracién en paralelepipedos R = [a,b] X [c,d] X [e, f] es

//Rf(x’y’z)dv_/ef/cd/abf(x,y,z)dxdydz.

Por el teorema de Fubini, bajo condiciones de suficiente regularidad, podemos intercambiar el
orden de integracion.

Ejemplo I1.76. Calcular [[[,zyz*dV con E = [0,1] x [-1,2] x [0, 1], integrando en varios
drdenes. Respuesta 2.

Ejemplo IL77. Calcular [[[,82%yz3dV con E = [1,2] x [0,1] x [~1,2], integrando en varios
ordenes. Respuesta 45.

3.10.1. Integraciéon sobre regiones de tipo 1

Llamaremos regiones de tipo 1las D = {(z,y,2) € R3, (z,y) € R C R?, po(z,y) < z < ¢1(z,v)}.
Se usa la misma estrategia del caso 2D:

// f(u,2) AV = // [/::) (2., 2) dz

Ejemplo I1.78. Calcular la integral de f(x,y,2z) = z en la porcién de R® delimitada por los
cuatro planosx =0, y=0,z=0yx+y+2z=1.

///Ede://R [/Ol_x_yzdz] aA

con R delimitado porx =0, y=0yx+y=1.

J[[=av - //R[l/old} a4

dA.

ﬂ.

Ejemplo 11.79. Calcular fol Ik f(}nm T2 dz dx dy:

1 ry plox)
/ / / 2 dzdady = / / “(x —1)dzdzdy
o Jo Jo

Ejemplo I1.80. Calcular f03 fol fo =2 v da d» dy:

3 1 pV/1=22
/ / / ze¥daxdzdy =
0o Jo Jo
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Ejemplo I1.81. Calcular la integral de f(x,y,z) = 2x en la porcién de R® E = {(x,y,2) : 0 <

y<2,0<z<\/4—-9y20<z<y}

2 Ay oy
/// 20dV = // /dezdxdy
E o Jo 0
2 pr/4—y?
= 2/ / xy dx dy
0o Jo
=4

Ejemplo I1.82. Calcular la integral de f(x,y,z) = 6xy en la porcion de R® delimitada por
z=14z+y,y=+x,y=0yz=1.

JJ[s@vzav - // /1+x+y6xydzdyd:z

= .. =6(1/6+1/8+2/21).

Ejemplo I1.83. Calcular la integral de f(x,y,z) = xyz en la porcion de R® delimitada por
v+ +22<1,y>0yz2>0.

1 pV1—22 py/1—22—y2
/// flz,y,2)dV = / / / xyzdzdy dz
E -1Jo 0

= ... = en los apuntes faltan los cdlculos, igual se han de usar polares.

Ejemplo I1.84. Calcular el volume de la porcion de R® delimitada porx =y, 2 =0 yx+z = 1.

1 pvr pl—x
/// dVv = // / dzdydx
E o Jyz Jo
1 1l pl—z
= / // dzdz dy.
-1Jy2Jo

Ejemplo I1.85. Calcular el volume de la porcién de R® delimitada por I + —|— =1

Tenemos
y?
=444/1 - — — =
T 9
En cuanto a la region Rm y = £34/1 — “jf.

3 1—— 4 1———%
dV = // / dzdydx
///E 1/1_7 1_f_ﬁ
2 3\/1—7 4\/1—%—T
= 8/ / / dzdydzx.
0 JO 0

Ejemplo I1.86. Calcular la integral de f(x,y,z) = = en la porcion de R delimitada por

r=4y? + 422, x = 4.
:r/ m/4 y2
/ / / rdzdydx
z/4 y?

//Ef(x,y7z) dv
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3.10.2. Integracién sobre regiones de tipo 2 y 3

Llamaremos regiones de tipo 2 las E = {(z,y,2) € R3,(z,2) € R C R% po(z,2) <y < ¢i1(z,2)}.
Se usa la misma estrategia:

[ o= L[ e

Llamaremos regiones de tipo 3 las E = {(z,9,2) € R3,(y,2) € R C R, pa(y,2) < x < p1(y,2)}.
Se usa la misma estrategia:

f(z,y,2)dV = P (z,y,2)dz
i AT

Ejemplo I1.87. Calcular la integral de f(x,y,z) = 1 en la porcién de R? delimitada por x = 0,
y=0,2=0y2x+3y+6z=12.

33/4 y2
//Ef(x,y, / / ﬁ2 -y dzdydz.

Ejemplo I1.88. Calcular la integral de f(z,y,z) = 1 en la porcién de R delimitada por
22 492 4 22 =12,

ViT=2Z 22—y
///f(x,y,z)dv = // dzdy dx
E —rJ—/r2=z? r2—z2—y?
rpVr2—a? r2—:c2—y
= 8/ / / dzdydx
0 JO 0

= un desastre sequir esta estrategia.

dA.

dA.

Ejemplo I1.89. Calcular la integral de f(x,y,z) = z en la porcién de R® delimitada por x = 0,
y=0,2=0,y+z2=1.

3.10.3. Coordenadas cilindricas en R3

Cambiamos coordenadas
(z,y,2) — (r,0,z)

conr >0,0<6<2m, z € R. El cambio es
(x,y,2) = (rcos(f),rsin(0), z) .

El modulo del jacobiano del cambio de coordenadas es
d(z,y,2)
det | ———— || =
’ <6<r, 0.2 )] "

//Ef(x’y’z)dvz///Rf(TCOS(H),TSin(Q),z)rdrdez.
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Ejemplo I1.90. Calcular el volumen de la porcién de R? delimitada por z = /2% + 42, 2% +y? =
2y, x=0,y=0, 2z=0:

2 VEE R
/// dv = // / dzdx dy
E 0 0 0
w/2 r2sin(f) pr
= / / /szdrdH
0 0 0

_ / "2 s () 4o
. 3

Ejemplo I11.91. Calcular el volumen de la porcion de R3 delimitada por x> +y*> = 1, z =

Vi +y2, 2 >0,y>0,2>0.

w/2 1l pr
[[[av = [ [ [ razaas,
E 0 0 JO

Ejemplo I1.92. Calcular la integral de f(x,y,2) = /22 + y2 en la porcion de R® delimitada

por 22 +y> =16, z = =5, z = 4.
2m
/ / / r - rdzdrdf

[ e
= ..=8m(21+125/3).

Ejemplo I1.93. Calcular la integral de f(z,y,2) = y en la porcién de R® delimitada por
224y’ =1 224y’ =4,2=0,2=x+2.

2r 2 prcos(6)+2
/// fdv. = / / / rsin(@) - r dzdrdf
E o J1 Jo

2

Ejemplo I1.94. Calcular la integral de f(x,y,z) = % en la porcion de R? delimitada por

24+’ =1, 2=0, 22 = 42? + 49%:
2 2r
// fdav / / / r2 cos?(0) - r dzdrdf
E

3.10.4. Coordenadas esféricas en R3

p se llama radio polar, ¢ colatitud y 6 acimut. El cambio es

(@,y,2) = (psin(p) cos(0), psin(p) sin(6), p cos(p)) -

Tenemos que (desarrollar los célculos):
8(1'7 Y, Z) > ‘ 2 o
det < = p“sin(p).
9(p, 0, ) )
El radio polar, como debe, es p = /22 + y2 + 22.
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Ejemplo 11.95. El volumen de una esfera de centro (0,0,0) y radio a es
2w ™ a
V = / / / p? sin(p)dpdpdh
0 0 0
4
= .= -ma’.
3

Ejemplo 11.96. Calcular el volumen de la interseccion de un cono z = \/x% + y? y una esfera
2+ y? 422 =z

Tenemos
pcos(p) = \/p2 cos2(f) sin? () + p2 sin?(#) sin?(y)
peos(p) = \/rPsin()
pcos(p) = psin(p)
po T

El cono queda descrito por simplemente ¢ = /4. Luego,
p> = pcos(p)
p = cos(p),

lo cual es la esfera. Entonces,

2 pm/4 pcos(p)
vV = / / / p? sin(p)dpdpdh
0 0 0
3

— ="
R

Ejemplo I1.97. En el primer octante, integrar f(x,y,z) = z entre las dos esferas x> +y>+2% =
Lya?+y>+22=4:

w/2 /2 p2
/// 2dV = / / / pcos(p)p? sin(p)dpdpdd
E 0 0 1

Ejemplo I1.98. Integrar f(x,y,z) = /x> +y?> + 22 en la interseccion del cono ¢ = w/6 y la
esfera x* + y* + 2% = 4.

Ejemplo I1.99. Calcular el volumen delimitado por el paraboloide z = 4 — (z% + 4?), el plano
2 =0 y entre el cilindro z*> +y*> =1 y el cilindro x> + y> = 4.
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3.11. Problemas: Integracién en R3

3.12. Problemas: Integracion en coordenadas cilindricas
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3.13. Biblioteca de ejercicios

Calculo de integrales
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1.

INTEGRALI INDEFINITI e DEFINITI
Esercizi risolti

E’ data la funzione
f@)=Vi-a?
a) Provare che la funzione F(z) = £v/4 — z? + 2arcsin £ ¢ una primitiva di f(z) sull’intervallo (—2,2).
P he la funzione F(z) = £y — 22 + 2arcsin £ & imitiva di Iintervallo (—2, 2
(b) Provare che la funzione G(x) = 3v4 — 22 4 2arcsin § — % ¢ la primitiva di f(z) sull'intervallo (—2,2) che

2
passa per P= (1, ?)
. Provare che le funzioni F(z) =sin®z+7e G(z) = — $ cos(2z) — 11 sono due primitive di una stessa funzione f(x)

su R; trovare f(z) e dire di quale costante differiscono F(z) e G(z).

. Usando le tabelle degli integrali elementari, calcolare i seguenti integrali indefiniti.

3e”
14 e2®

dx

a) /m da b) /ﬁ de 0) /1‘3(8-&-1‘4)_% de
1

0/
e) /ﬁ dz  f) /W dz g) /ace’2 dz /tanx dz
1
) [

7) /7xc0s(3x2 —5) dz k) /cosz\/sinx dz

sin 2x cos?( 312 + 5)

. Calcolare per parti i seguenti integrali.

(a) /J:sin;c dz (b) /Zwefw dz (¢) [log(l+z) dz

/
(d) /2r10g(x75) dz () !/xlog2(5x) dz  (f) /(CE+ 1)2cosz dz
o

(2) /21 arctanz dz (h) /ez sinz dz V1—22 do .

. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali.

22 —3x+7 3z —4
@ [F T ® | 2 trs @ [

5_ a4 _
(d)/ 9z + 8 da (e)/:v 3z 4+x+3 da /x x+1

3+ 222 + o +2 x4 + 2?2

. Calcolare i seguenti integrali, usando le opportune sostituzioni.

sinh z z+vVr—1
dx (¢) ——d
coshz + 1

/ . xr—>5
© [Vi—e @ 0 [ViTEa @ [vaTe
/ 1

(@) / A= 3er 12 dr
@) VEE ) da

cost — 3
h ——d
(h) (1+ tanz)? *

d j —d
sin xfcos3x+1hmx z () /4sin:L‘+3cosx .

. Calcolare i seguenti integrali definiti

1, 2 16 _ V3
(a) / z2 ! dz (b) / M dz (¢ ﬁ dt  (d) / 4|z — 1|arctanz dz .
o 12 —4 Jo (2z+1) 9 t—3Vt+2 0
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INTEGRALI INDEFINITI e DEFINITI

Esercizi proposti

1. Calcolare i seguenti integrali indefiniti “immediati”:

(a)/% dz (b)/zljggac (c)/ac26”Es dz

" arctgia x "1+ cosz
(d)/ T+ @ (e)/\/mdm (f)/ersinx da

3 (arcsinz)? sin 2z
— dx h —dz ) —— dz.
(g)/1+xs ! (L)/ V1-—2a? * (l)./l-&-sinzx !

2. Utilizzando la proprieta di linearita, calcolare i seguenti integrali:

'T3 T
(a) / (4a* + 302 + 5a) da ) / % do ©) / (14 2?2 do

(d) /(1 + cosxz)? dx (e)/ctgzx dx (f) /cos3$ dz.
3. Calcolare i seguenti integrali con la tecnica di integrazione per parti:
(a)/xsshx dz (b)/ac3 sin(z?) dx (c)/x4 cos(2z) dx
(d)/e%c sin(3z) dx (e)/e*w cos(2z) dx (f)/arcsinx dx
. C e .8 "log x
(g)/x‘s logz dx (h)/xoe’z dx (2) (34/g£
J og”x dx ; rsin®x dr og(Vex +1+ vz —1) dx.
log? z d. k 2xd 1) [ log(v/ V4 d

dx

4. Calcolare i seguenti integrali di funzioni razionali:

W[ e e[ it e o R e

2 —dx+4 z% + 222 + bx z+1)%(z +2)
dx 3 -2 23
(d) / x4 —1 ) / x2(22 +1) du () / 2 4+ Tz + 12 du

5. Calcolare i seguenti integrali effettuando le opportune sostituzioni:

dr 23 25
@ | v o[ = @ [ o= e

= 1 1
(d)/\/e —1dz (e)/\/ﬁdaz (f) mdw

L [ 1=3x

" 3T 4 22 4 3e” dz

- h —_ d
e et O B () [ <=5
. dx sin 2z 5
(J)/Qsin:t+cosm— 1 (k)/ﬁsinx—cos2m+5 du (l)/ctg @ dr

"tedr + tgw / tgx / 5

- d ——d log(1 — 2z — dz.
(m)/ tgr 1 4 T (n) P o T (o) [ zlog( x — 3z%) dz
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10.

11.

12.

13.

. Calcolare i seguenti integrali definiti:

8 .2
x° — b 4
d)/ ”—brtd
6 z—5

1
b) / z? arctan 2 dz
Jo

C)/l i
o (Z2+1D)(z+2)

3m
2

d) / (x +1)?| cos | da.

el

. Calcolare I'area A delle seguenti regioni del piano (O, z,y):

9
a) regione compresa tra il grafico della funzione f(x) = m e lasse delle z, per z € [0, 1];
x x—
b) regione compresa tra il grafico della funzione f(z) = zsin2z e l'asse delle z, per z € [0, 7;

1

————— e l'asse delle z, per x € [v2,2].
222 -1

¢) regione compresa tra il grafico della funzione f(z) =

. Sia f(z) = sin® z cos? z. Si calcoli la media integrale p di f sull’intervallo [O, g] ; si dica se esiste un

punto ¢ € [(], %] per cui f(c) = p.

. Sia g(z) = (1 + 2?)e~ 111, Si calcoli la primitiva G di g in R tale che lim G(z) = 3.
r—r

~+o00

Data la funzione 5

2 sin(ra?) <1
f@) =9
2 —8xr+16 x>1,
determinare la primitiva generalizzata di f che si annulla in z¢ = 0.
a) Si calcoli I, = ff ﬁ dz,¥n € N, n > 0.

b) Si calcoli lim I,.
n—+o0o

Si calcoli la primitiva che si annulla in zg = 0 della seguente funzione definita su (—oo, 3)

T+ 2

1O = a3 —3)

Data la funzione
zlbr —2[+1 <0
f(z)= /2
(x+1e x>0,
a) determinare la primitiva F' di f tale che F/(—1) = 0;
b) calcolare ffl f(t) dt;

c) calcolare f_Q{?/" f(3t) dt.
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Risposte agli esercizi

1.
log® log* z / dx 1 / 9 28 e
a —— dx = +c b =— +c c) [ z°e® de=—+c¢
( )/ x 4 ®) zlog® x 2log? & () 3
arctgta arctg r / z dz 1 / 1+ cosz .
d de = = ST e = log .
()/1-‘,-272 i \/17552 \/l—a:2+c () PP z = log |z +sinz| + ¢
2% dr  arctg(x ) arcsin® x arcsin® x sin 2z dx
=——F—+c¢ (h dx = [ BT AT oo (1 4 sin? '
(g)/l-i,-zg 4 +c ( ) T2 X 3 C(l)/1+sin21 Og( —+ sin’ 1‘)+c
2.
(a) /(4534 + 322 + 52) do = éxs +a2%+ §x2 +c (b) / M dr = I—Q + arctgx + ¢
5 2 z2+1 2
" ; 4 g 3 i .
(C)/(1+2f;)2 dr = §I7+I4+z+c (d)/(1+COSI)2 dx = §x+2sinx+ w
inS
(e) /ctg2.r dx = —x —ctgx + ¢ () /cos3,r dr = sing — o2 T +ec.
3.
2 eos(42) b gin (92
(@) /IaShz dx = (2 + 6x)cha — 3(x? + 2)shx + ¢ © /x3 sin(2?) do = ac COE(IQ) + sin(2”) +c

() /x4 cos(2z) de = %sin(?x)(x“ —32% + g) + cos(2z) (2 — ;I) +c

2T 3 ‘7321,; ,,_§ . /)731 (D ,7_3
(d)/e sin(3z) dx = 3¢ [sin(3z) 2cos(3x)] (e) [ e cos(2z) doz = 13

e 3%[cos(2z) — gsin(Qaf)]

. Al x?
(f)/arcsinx dr = warcsinz + 1 — 22 + ¢ (g)/xslogx de =2 Zgr —%+
3 P
5 —a° e (=2’ 1) logz 4 s/ 16 374
(h)/ze dzx = 3 +c (1) 7z dx = 3% logx — o +
1 1 1
(j)/logzx dz = z(log® z — 2log x4+ 2) + ¢ (k) /xsin x dx = Zzz - 1xsin(2x)f écos(21)+c
Vi? —1
(l)/log(\/;v-i-l-i-\/ac—l) da;:xlog(\/x—&-l-‘r\/x—l)—TT—',-C.
4.
()/IZ*QI dr =+ 2logle 2 + Ly
V]2 Tmya ™" s —a e
z° — 10z + 10 13 r+1
(b)/m dx 210g\:c|7710g(:7c +21+5)75arcth +c

322 —x 4
————— dx = 141 2| — 111 1| — ——
(c)/(x+1)2(:r+2) @ = Idloglr+2| = logle +1] = oq +e

dx 1
=—1
(@ [ = o

5 _9 1 2
(e)/ac;ﬁi dr = 510g(552+1)+;+2arctg9&+c

1
[ -tv
Qarc gr + ¢

r—1
z+1

@+ D)
e 22
(f)/m dx = ?—7ac+64log|x+4\—27log\ac+3\+c.
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(X/ da L arct (ng>+ /‘ Y
a) | ———— = ——=ar — | +c @ —1z2+c
x(2+log2x) V2 & V2 \/171"2 3
b 2
Y dr=23_1)3 _ - T ] — &
c)/m dx 9\/(1: 1) +3\/ 14+c(d /\/ 1dr =2ve* — 1 — 2arctgve®* —1+c¢
/ 2
! dx = Lo +c

= —
22y/1 + 22 x

1 T
e)/\/ﬁdar:ﬁ—kc ()

1
dz = 562“ +e” +2log(e” +1)+¢

)/ €3 4 2e%* 4 3e*
et +1

(1) [ <=2 = 2V~ 39/E+ 65 — Slog(1 + V) +

v+
(i) \/_E’J;d = —22\/7 — 22z — 44log(Vz — 2) — 62 + ¢
0) [ Gt oo = 308l ~ gloslieg 2| e
(k)/%?):%_i_5 dz = 2log|sinz + 2| —log|sinz + 1| + ¢
(l)/ctg51: dI:_4ta1n4x 2tan2$-&-log|sinx|-i—c
(m)/% dz = tge — 4log tgz + 4| + ¢

tgx 1 5
n —5—— dxr = —log(1 + 2tg“z) + ¢
() [ B do = log(1 + 21g%)

1 1 1 1
9. 9.2 _1 9. 9.2 _
(o)/xlog(l 2z — 3z°) dx 57 log(1 — 2z — 3z%) — 296 +t3%- 33 log |z

1 1
§‘7§10g|x+1\+c.

8 .2

—5r+4

6. a)/ %dmzlll-ﬁ—éﬂogi%
6 x

1
2 arete — 7y Yega s
b)/0 z®arctanz dx = 12+6(10g2 1)

1 2
20° +x+4 T 3
AR T 9log
)A(ﬂ+u@+m ey teeey
'T‘rr

W3
d)/ (x +1)%| cos x| dx = 372 + 47 — 4.

w3

(a) A=3log2 () A== (¢) A=

47
8. u= Teor’ esiste un punto ¢ € [(), g] per cui f(¢) = p, perché f(z) ¢ continua nell’'intervallo {()7 g} .
T
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10.

11.

12.

13.

_e—(@+l) (42 ; P>
e ¥ +2x+3)+3, sex>-—1
o) = { ( )

e*t! (22 — 22 4+ 3) — 5, sex < —1.
1 2 2 : 2
a2 [~7a® cos(ma?) + sin(ra?)], sex <1
Fl)=9 1" 137
§x374z2+16.1;+§7§, se x > 1.
a)
n 1-n 1 1-n
( 7> —<1+7> sen #1
I 2—2n n
1 5
—log %, sen=1
. 1
b) ngr}rloo I, = %"
1 5
alog(,rJrS)+610g(37x)710g3, se0<z<3
F(z) = 5 5
73710g(37:€)+§+10g3, se x < 0.
228+ 22+ -2, sex<0
@ ={,0 .
2(x —1)e*/2, se x > 0.
-2
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali immediati

1
1 J4cosxdx R:4senx + ¢ 2 f7x48dx Rizx' 4 ¢
3 7d R:7lnx + 4 23/ x3d R:2 6
- :7lnx + ¢ 2
X x x-ax g% +c
X
21 3 3%
5 7x5§/§dx Ri—x°%Yx+c 6 —| dx R:(—) logze +c¢
19 4 4 7%
3
X 2 3
7 \/—_dx R:7x3\/§+c 8 3sen5xdx R: =< cos5x + ¢
X
1
9 f5x5dx Ri=x®+c 10 fcos4xdx R: senx +c
8 . 1
1 —dx R:8arcsenx + ¢ 12 e®dx R:Zeb% 4 ¢
V1 — x? 6
2 x
13 f V2 R:V2tgx + ¢ 14 f_\/_dx R:4Vx +c
cos?x X
7 3
15 f 711 dx R:7arctgx + ¢ 16 —de R:9%¥x + ¢
X 3
1 1 ‘1
17 f—dx Ri——+c¢ 18 £dx R:44x + ¢
x2 x X
4
XVX 12
19 f6€2xdx R:3e** + ¢ 20 3—\/_dx R:ﬁxu 11 4 ¢
Vx
21 f—dx R:—3arcsenx + ¢ 22 f < dx R:__xi/FJrc
V1 —x? 73/x 63
—2 2 V3
23 f—zdx R:=cotgx +c 24 — R:—V3tgx + ¢
9sen?x 9 cos2x
ln7d R:In7 -1 T[xd R—x? 4
25 e In7-lnx + ¢ 26 —dax —X c
R N 23
V2 7 dx .
27 R:V2tgx + 28 — c—arctgx + ¢
>—dx gx+c 1722 g
cos“x X
4 12 20
29 f\/x‘?’%dx R:Eleﬁ/i+c 30 J‘4x3§/§dx R:ﬁx4§/9?+c
1\* 1 /1" 1 1
s [ (5 LI Y rol s
f(7) dx m7\7) *¢ 3 dx z e
2 _21
33 2(1 +tgx)dx R:2tgx +¢ 34 dx R:21cotgx + ¢
sen2x

v17
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali immediati generalizzati: per la verifica calcola la derivata del risultato

35

f sen*x cosxdx

36

3
[~
xV7 — 4lnx

ta
37 jx(xz +3)>dx 38 j g x dx
cos?x
In*x f
39 40 —dx
X V1 —9x2
u arcsen*x p . j‘ 1 4
\/1 — xz X 2 + e_x x
, e* p j X 4
4 44 [
f T+ex®™ senzxz ¥
45 e\/_ d 46 j xz d
T X cos?x3 x
arctg3x f
47 — 2 d 48 e*cos(e*)dx
_[ 1+ x2 x e
0 f./z + cotgx . .[ tg(5x — 2)dx
sen?x
st j (6x +3)d 52 i
sen(6x x X
V1 —x8
x
53 (7 + e*)*e*dx 54 dx
f V1 +x3
f 3 + senx J‘ sen(lnx)
55 R — 56 — —dx
3x — cosx X
j 1 )d f ! d
57 senx + cosx)dx 58 —ax
(1+ x)Vx
59 j 6x —1 d 60 x’ d
3xZ—x+1" fx4—3 x
j a2y senxcosx p
61 e X 62 —axXx
V1 + sen?x
Zarcsenx
63 f(x +2) dx 64
1—x2
x3 x?
65 d 66 —d
f1+x8 X fcoszx3 X
67 fcosxese”xdx 68 fx3e"4dx
v17 © 2009 - www.matematika.it 2di7
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali per decomposizione in somma

69

2.2 o
3x+x 3e* | dx

R:x3 + 2In|x| — 3e* + ¢

2x* —3x%2 + 7x 2
70 dx R:i=x®—3x+ 7ln|x| + ¢
x2 3
4 2 } )
71 - = R:4arctgx —=senx + ¢
1 +X2 3CO.S’X X g 3
72 J(l—xz)zdx R'x—zx3+lx5+c
’ 3 5
3
\/E—ZVXZ'l‘l 4, 24 4, 4,
73 ‘{/_ dx R:gx\/}—ﬁx x5+§\/ﬁ+c
X
8 2
74 f(4\/f+2x4+5)dx R:§x\/§+§x5+5x+c
75 j(Zx +5)3dx R:2x* + 20x3 + 75x% + 125x + ¢
413 3 8 = 4 9,
76 2+/x +2\/§+? dx R:7x\/ﬁ+§x\/§+5\/ﬁ+c
X
2cosx + sen2x
77 _—dx R:2x — 2cosx + ¢
COSX
x+3
78 de R:x +5in|x — 2| + ¢
x —

79

RS 2t~ L+
3 n(x o Cc

80

2 .3
R:7x +F+C

81

Rix+Inlx—1]+¢

82

+ seczx> dx

| G=

R:2arccosx +tgx +c¢

83

f(3 xz—i/i_2>dx

3
R:Exi/x2 -3¥x+c

f3x4—2x3+x—5

3, 1 5
Ri-x*—=2x——+-—
2 x

84 dx s +¢
x3 2x

x3 -1 x3 x?
85 dx Ri-— +—+x+c

x—1 3 2

cos2x

86 —  dx R:senx + cosx + ¢

cosx + senx

v17 © 2009 - www.matematika.it 3di7
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali per parti

87 J xsenx dx

R:—xcosx + senx + ¢

88 f arctgx dx

1
ixarctgx — Eln(l +x)+c¢

89 j Inx dx

x(lnx — D) +c¢

90 f arcsenx dx

ixarcsenx ++1—x2+¢

91 fxz Inx dx

1
:§x3(3lnx —-1D+c

92 f arccosx dx

cxarccosx —y1—x2+c¢

93 fx e*dx

(x—1De*+c

94 Je"senxdx

1
:Ee"(senx —cosx) + ¢

95 flnzx dx

sx(Inx —2inx + 2) + ¢

9 fxze3xdx

e3*(9x% —6x + 2
IO kD)

27

97 fxarctgx dx

x%arctgx — x + arctgx

2

98 f x%e Xdx

4

e *(2x?+2x+1)
R L

2(2Inx — 1
99 fxlnx dx :%+C
100 fxe"‘dx ((x—1e*+c¢

101 f x%eXdx

e*(x?=2x+2) +c¢

102 foCOSZxdx

2xc0s2x + (2x? — 1)sen2x

4

+c

103 J xcosx dx

r—xsenx + cosx + ¢

104 fexsenzx dx

X

e
:E (5 — 2sen2x — cos2x) + ¢

105 Jln(x2 +1) dx

ixin(x? + 1) — 2x + 2arctgx + ¢
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali per sostituzione

eVx
106 f— dx R:2€&+C
Vx
eX
107 j— dx R:ln(2+e*) +c¢
2+e*
f dx s
108 _— R:2arctgvx + ¢
1+ x)Vx

J‘ dx
109 _—
ex +e*

rarctge* + ¢

110 f \senx cos3xdx

2
:— senx+/senx(7 — 3sen®x) + ¢

21

1 — cosx
111

(x — senx)?

—+tc
senx — x

cosx
112 — dx
1+ sen?x

.arctgsenx + ¢

f ex _ e—x d
113 — dx
eX+e™*

in(e*+e™)+c¢

» sen(1 —Vx)
f —\/E dx

:2cos(1—vx) + ¢

tgx +6

seninx
115 —dx R:—coslnx + ¢
x
1
116 f cotgx cosecxxdx Rim——
4 4
117 Jex Ve* + 5dx R:g(e"+5)4\/e"+5+c
tg3x + tgx
118 = < R:tgx — In(tgx + 6)° + ¢

porre sent = x

119 f\/l—xzdx

R

1 1
i—arcsenx + —xy1—x2+c¢

2 2

X
porre 2
120 E—— —(x — — _
dex r—T-t Rz (x IWx—1+2Vx—1+c¢
1 d x x
121 —_— - rarcsen—+ ¢
\/ﬁ X porre x= V5t NG
5—x
122 f 4ex d R:4 x
— dx 14arctge* + ¢
e +1
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Calcolo di Integrali Indefiniti

integrali funzioni razionali fratte

X3+8 x3
123 dx Ri—+x2+4x + 16ln|x — 2| + ¢
x —2 3
f x+1 d R:—3In|x — 2| + 4ln|x — 3| +
124 —_—  dx :=3in|x — nlx — c
x2—-5x+6
dx
125 f— R:arctg(x — 1) +c¢
x2—2x+2
- 2x+1 d s |x—5+22x—29+
(x—2)3(x—5) X 27 M 2l T e =22 7€
x2+3x+2 1
127 — dx R:3arctgx —Eln(x2 + 1) + 2In|x| + ¢
x(xZ2+1)
128 f dx Rl t 1l(2+1)+1l| +1] +
rsarctgx — —in(x —in|x C
x+1Dx2+1) 2 4 2
x+ 14 16 11
129 — dx Ri—In|lx — 2| ——In|x+ 3| +¢
x2+x—6 5 5
130 f ‘-1 d R1(3l| 2| + in(x? + 1) + 4arctgx) +
X = nix — nx arctgx c
(x—2)(x2+1) 5
- f x2+1 J a2 2
X :n —+c
x3—4x2 4+5x—2 r-D* x-1
132 f 2x* — 1 d Ri—= (14inlx — 2| + 3In(x? + 1) + 12arctgx)
x T njx — + n(x* + + arctgx +c
x3—=2x2+x—-2 10
4x — 7
133 X R:ln|x — 2|+ 3ln|x — 1| + ¢
x2—3x+2
f 3x—2 d ! 3in|2x + 1|
134 X R:—( n|2x + 1| + )+c
4x2+2x+1 4 2x+1
f4x+1 L (nl2x + 1] + 3inl2x — 1))
135 X R:=(In|2x + 1|+ 3In|2x —1]) + ¢
4x2 —1 4
136 f 3x+1 d R1(31 (x? + 4x + 8) — 5arct x+2)+
X = nx X —oarctg ——— c
x?+4x+8 2 2
x3+3x2-3x+1 X2
137 X R:—lOln|x+3|+1lln|x+2|+?—2x+c
x2+5x+6
5x —2 1
138 dx R:=(17In|x + 3| — 2In|x]) + ¢
x2 + 3x 3
x+1 V23(2x + 1)
139 j— dx \/Earctg<723 G + x + 6)
x2 +X+6 R: 23 + 2 +c
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Calcolo di Integrali Indefiniti

esercizi di riepilogo

1
140 f— R:in|tgx| + ¢
Senxcosx
X\ xV4 —x?
141 f 4 —x2dx R:2arcsen (—) +——+c
2 2
f ox 2 d R:9In|x — 4| — 4in|x — 2|
142 B :9ln|x — 4| —4in|x — 2| + ¢
x2—6x+8
143 — dx R:-arctg(x*) + ¢
1+ x* 2
1 1
144 —— dx R:§arcsen(ln|x|) +c
3xV1 — In%x
145 f 2xarctgxdx R:(x? + Darctgx —x + ¢
2x fEezn)
V3arctg
146 — dx . ( 3 )_ In|x%+2x+4| | Injx-2|
fx3 —8 R: 3 p + 3 +c
4x 4x (€OS2X  sen2x
147 cos (2x)e** dx Rie (TJ“T) c
x> +3x+4 1
148 _— dx R:arctg(x+2)—§ln(x2+4x+5)+x+c
x2+4x+5

149

f 3x d
tg(x?+1) x

3
R:Elnsen(xZ +1)+c

x—3
150 — dx R:—+/1—x2% — 3arcsenx + ¢
V1 — x?
X
151 dx R:xtgx + In|cosx| + ¢
cosx?
1
152 f\/ex —1dx Porre e*—1=t R:Z(ln|2x+1|+3ln|2x—1|)+c
153 —Zx d Porre 2* =t R ! l -1 +
1—4x ¥ - Toamz Mrwal T
1
154 f dx senx = 2sen>cos’ | R:In |tg{| +c
senx 2
155 fln(1+x)dx R:i(x+Dnj1+x|—x+c

156

f senx+\cosx dx

2
R:— §cosx\/cosx +c
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INTEGRALES INDEFINIDAS

(x 1) J.dt Izdt—:—l+c

-1
Deshaciendo el cambio: t=x-1 = J. +cC
(x— ) S x-1

*Ejercicios propuestos:

b ©) 2x+1
j(4x—2)5dx jx-(?axz +1)dx jdx
2
X +x-3
Cambio: 4x-2=t Cambio: 35+ 1=t Cambio: X +x-3=t

9 2x dx © J‘ f J‘ )
St 2x~/143xdx x> =3x+2)(2x-3
Ny ‘ ( }2e-3)

Cambio: (/8 4+ x* =¢ Cambio: Cambio:
&) J‘ ¥ b) J' dx D J' xdx
xX-senx dx _—_— -—
Vx cos® \/x (x+1)-(x—1)
Cambio: X’=t Cambio: \/; =t Cambio: x>-1 =t
D farcsenx 4 k) J‘ lnx D dx
— x —
J J1-x° J (1+xWx
Cambio: arcsenx =t Cambio: nx =t Cambio: x = ¢
™ xdx W x-=3 X3 o £ dx
J V1-3x J x> +49 JJ1I=x!
Cambio: 1-3x =1 Cambio: x =7t Cambio: X*=t
p) 3 dx @ D X dx
I 24 Vi-4xdx I :
(2x+3) . 3-2x
Cambio: 2x +3 =t Cambio: x =2sent Cambio: 3-2x° = ¢
Pag.: 8
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INTEGRALES INDEFINIDAS

a) jlnxdx b) jx cos x dx c) jx In x dx d)flnzx dx
€) Jcosz x dx f) J‘ex sen x dx 2) sz e“dx

9.- INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES

Objeto de estudio es la integracion de funciones racionales, funciones del tipo

)
gx)

donde f(x) y g(x) son funciones polindmicas.

9.1.- FRACCIONES RACIONALES PROPIAS. DESCOMPOSICION EN FRACCIONES SIMPLES

S

=—= es fraccion racional propia si el grado de f(x) es menor que el de g(x).

gx)

En este caso el método a seguir es su descomposicion en fracciones simples, dado que
se demuestra que toda fraccion racional propia se puede descomponer en fracciones
racionales simples.

El primer paso a realizar es descomponer factorialmente el denominador, g(x).

Puede ocurrir que existan raices reales simples, raices reales multiples, raices
complejas simples o raices complejas multiples.

Segun los distintos casos se tienen las siguientes descomposiciones:

RAICES REALES SIMPLES:

VAC) I

(x—a)-(x—b)_ x—a+x—b -

J‘(x—;)(-x())c—b)dx:.“xiladx*_,“xa—zbdx

Pag.: 10
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INTEGRALES INDEFINIDAS

0=4+B
identificando coeficientes de donde A= Y2 y B=-%; sustituyendo
=A-B
/ x—1
I= —ln\x 1\——ln\1+x‘+C—ln Ty
2 x+1
2x* —4x+1
b) 1= J.de
X =2x"+x
X’ -2X +x=(X" -2x+1)x=(x-1) X—)w _A £+L2
X2 +x x x-1 (x-1)

2 -dx+1=A(x-1)>+Bx(x-1)+Cx — 2x*-4dx+1=(A+B)x*+(-24-B + C) x + 4;

A+ B = 2 A=1
Idenfiticando coeficientes: | YA—B+C = —4—J B=1
A = 1 C=-1

Sustituyendo:

jdx . Idxzzlnx+lnx—l+1+c
(x—l) x—1

9.2.- CASO DE FRACCIONES RACIONALES IMPROPIAS

&)
g

es fraccion racional impropia si el grado de f(x) > g(x).

Dividiendo el numerador, f(x), por el denominador, g(x), pasamos a una fraccion
racional propia

o SOd s 1) 4
109 =800-cty ) [LIE = [erare [ £

*Ejercicios propuestos:

)J‘ 21x-19 ” b)J' (x—1)dx )J‘ dx d)J’ dx
a - - C - -
x’—5x+4 X 4+2x +x xt+x? x’—5x+4

Pag.: 12

180




INTEGRALES INDEFINIDAS

10.- INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En el caso de funciones trigonométricas son precisas, en ocasiones, transformaciones
trigonométricas, que las pasan a funciones cuya integracion es ya conocida o son mas
simples.

Son ttiles las sustituciones:

senx=t cosx=t tgx=t g =t

Para senx =t = x = arcsen t; dx—i' tgx—#' cos x =~/1-¢*

dt t 1
Paratgx=t= x=arctgt; dxz—z; SeNXx =———; COS X = ——
1+1¢ 1+¢ 1-¢°
2t - dt 2t 1-¢
Parate,x =t = x=2arctet; dx = ; senx=——; CoS X =
8% & 1+1¢2 1+ 1+¢

EJEMPLO:

3
I:J‘cos4xdx

sen x

cos’ x-Cos X (1-sen’x)- (cos x dx)
I=|——~Fdx= :
sen x sen x

Hacemos el cambio: sen x =t = cos x dx = dt.

1-¢)dt dt (dt 1 1 -1 1
I:j():j4—j2:—3+: 3 + +C
t t t 3t t 3sen’x senx

*Ejercicios propuestos:

2
J. dx J'senxdx J.senzx -cos’ x dx Isen 5x-sen7x dx

senx 2+cosx

Cambio: tg "=t Cambio: cos x=t Cambio: senx =t Cambio: tg /=t

Pag.: 13
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Tabla de integrales inmediatas (continuacién)

—1 *f/(f)
————dx = arccosx + C ————~ dx = arccos f(z) + C
/\/1712 /1= f(x)? (@)
/ e%dz = ¢ + C / F(2)e! @ dz = ol @ 4 ¢
z f(z)
/a"drzz =% 4 /f’(g:)af<z>(1m =Y 4c
Ina Ina

Ejercicios de integrales indefinidas
1. Calcular la integral [ z°dx.
IG
Solucién.- 5 +C.

2. Calcular la integral [(z + /z)dx.

Solucién.- & + 2V L ¢
2 3
3. Calcular la integral [ 3 % dx.
N 4

Solucién.- 6,/ — %CL‘Z\/; +C.
x?
4. Calcular la integral [ ﬁdaz.
Solucién.- %fﬁ +C.

(1 4
5. Calcular la integral | (? + ﬁ + 2) dz.

1 8
Solucién.- —— — — +2 C.
olucion p \/3?+ T +

.1
6. Calcular la integral [ —=dz.

Solucién.- g\‘l/ﬁ +C.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. Calcular la integral [ e’dz.

1 -
Solucién.- ge"z +C.

. Calcular la integral [ cos5zdz.

sin bz

+C.

Solucién.-

. Calcular la integral [ sinazda.

.. cos ax
Solucién.- —— 4+ C.
a

1
Calcular la integral | 22 .
x
1
Solucién.- 3 In’z+C.

Calcular la integral | dx.

sin? 3z

t 3.
co I+C’.

Solucién.- —

1
Calcular la integral | ?dl
cos? Tz

tan 7x

+C.

Solucién.-

dx.

1
Calcular la integral | e
-

Solucién.- éln |3z — 7|+ C.

1
1-2z
Solucién.- —In|1 —z| + C.

Calcular la integral | dx.

dx.

Calcular la integral | 5 jZm
Solucién.- 7% In|5—2z|+ C.
Calcular la integral [ tan2zdz.
Solucién.- 7% In|cos2z|+ C.
Calcular la integral | sin? & cos zdz.

sin® &

+C.

Solucién.-

Calcular la integral [ cos® x sinzdz.

COS4 T

+C.

Solucién.- —
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Calcular la integral [zv/z2 + 1dz.

1 3
Solucién.- 3 (x2 +1)3 +C.

Calcular la integral |

x
———dx.
Solucién.- %\/ 222 +3+C.

Calcular la integral [ dx.

cos T
in2

S xT

Solucién.- —

sin x

sinx

Calcular la integral [ dx.

cosd x

Solucién.- Py
2cos?x

tanx

Calcular la integral [ —
cos? x

tan? z

+C.

Solucién.-

cotx

sin® z

dx.

Calcular la integral |

cot?

Solucién.- — +C.
In(z+1)

dx.
z+1 o

Calcular la integral |

In®(z +1)

2 +C.

Solucién.-
cosT .

V2sinz +1

Solucién.- 2sinz + 1+ C.

. in2
Calcular la integral [ % lx.

Calcular la integral |

1
Solucién.- —— .
otucion 2(1 + cos 2z) +C

<1 2

sin2z -
V1+sin’z
Solucién.- 2v/1 +sinz + C.

cos?

Solucién.- ;x/ (tanz +1)3 4+ C.

Calcular la integral |

Calcular la integral f dx.

184




13

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

In2
Calcular la integral | bl Y
x

In® z

+C.

Solucién.-

arcsin x
d

Calcular la integral f ——dz
vi-—z

2
.. arcsin” x
Solucién.- — +C.

T
2 +1

Calcular la integral | dz.

1 .
Solucién.- 3 In(z® +1) + C.

z+1

Calcular la integral | a3
T T

Solucién.- % In(z® + 22 + 3) + C.
Calcular la integral | e de.
Solucién.- %621 +C.

Calcular la integral | e3dz.

Solucién.- 2¢% + C.

Calcular la integral [ e*"® cos zdz.
Solucién.- ¥ + C.

Calcular la integral [ 3%e”dx.

T T

Solucién.- ———— .
olucion M3+l +
Calcular la integral | e 3% dx.

1 .
Solucién.- 755_3‘ +C.

Calcular la integral [ e®”+47+3(z 4 2)da.

1 .
Solucién.- 56m2+4z+3 L.

dx.

. 1
Calcular la integral ] 1+ 222

1
Solucién.- — arctan(v/2z) + C.

V2

1
Calcular la integral [ ———dx.
71— 32

Solucién.- 1 arcsin(v/3z) + C.

V3
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42.

43.

1
Calcular la integral f ——dx.
V9 — a2

Solucién.- arcsin 7; +C.
Calcular la integral [ b d
alcular la 11 Ira Z.
u gral yEpTL

x2

1
Solucién.- 3 ar(:tang +C.
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Algunos tipos

de

integrales que se resuelven por partes

Jz"e"dx u=z" dv = e®dx Jz"sinzdr u=a" dv = sin zdx
Ja"coswdr  u=a" dv=coszdz || [z"Inzde uw=Inz dv = z"dx
f arctanxdr w = arctanx dv = dx f arcsinzdr wu = arcsinx dv = dx

[ Inzdz u=Inz dv = dx

Ejercicios de integracion por partes

1. Calcular la integral [ ze®da.

Solucién.- ze* —e* + C.

2. Calcular la integral [ Inzdz.

Solucién.- zlnz —z + C.

3. Calcular la integral f;EZeS”dz.

Solucién.- e3* (

2

x

2 2
T2, >+c‘

3

9 27

4. Calcular la integral [a3e~%dz.
Solucién.- —e~® (23 + 322 + 6z + 6) + C.

5. Calcular la integral [ sinzdz.

Solucién.- —zcosz +sinz + C.

6. Calcular la integral [ 22 cos2zdzx.

Solucién.-
olucién 5

x2 sin 22

2 1
ICOQS v Zsin?m—i—C.

7. Calcular la integral [ e” sinzdz.

Solucién.-

—e¥cosx + e”sinx
2

+C.

8. Calcular la integral [ e’ dx.

e’
Solucién.-

3 (z® 1)+ C.
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Ejercicios de integrales definidas y calculo de areas

1.

Calcular la integral definida fol ztdz.

1
Solucién.- —.
olucién.- ¢

. Calcular la integral definida fol e*dx.

Solucién.- ¢ — 1.

. Calcular la integral definida fog sin zdz.

Solucién.- 1.

1
. Calcular la integral definida fol Wdr

™
Solucién.- —.
olucién.- -

. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la curva y = 4 — 22 y el eje X.

2
Solucién.- 1[)5.

. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre las curvas y? = 9z e y = 3x.

1
Solucién.- ~.
olucién.- o

rectas r =ay r = 2a.

Solucién.- a?In 2.

. Hallar el 4rea de la figura limitada por la hipérbola equildtera zy = a2, el eje X y las

188




Calculo de integrales definidas

Ejercicio I1.30. Calcular el drea entre las dos funciones: y1 = x> e ys = x.

Ejercicio I1.31. Calcular el drea del tridngulo descrito por: y1 =2z, yo =3x — 2 e y3 = .

189



Integral definida 137

Ejercicios propuestos

1) 2dx2 +X- 3)dx:E
h 6

3
2 ¢/x- 2 dng
2

1
hY x2-1 e-1
3 e dx=——
) O 2e

p/4
4) goxdx=0

-p/4

Ll dx

5 &
9\/1- x?

N|T

1 X3 p
6) O dx=—
) 0q+x8 16
! X 2906
A dx = Loge==
) O iaxr2 ™ %%,

&5

0 P
—=- 2+ 2arctg2- -
3225 g 2

2
8) (‘j_og(x2 +1) dx = Log
1

8
1
9 v2ax+¥ x)dx: %
0
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138

Lo 0
10 =lLogc=+
) O gz - %%,

11) (‘)M dx=1- cosl

1

o4
dx 1
1) =1 —
) JaCos’x 43

2
13) OX°V4- x> dx=p
0

72 dx 1 /306

W) = Ayt
C4-sn’x 243 g 25
4

dx
15) 9l+—& =4- 2Log(3)

Lods) X

Vee -1
16) ) ————dx=4-p
o €' +3

Log(2

)
17 e - 1dx:2-g
0

" X P
18 =—
) %0 +200sX /5

2

2 X

19) dx=1-2
4

Introduccién al calculointegral
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Integral definida

3

20) g - Logg" +2ﬁg
DX XE +5X+1 9 5
5% =Liogfny)

21) ¢ =ZLog112

) Oy et 5%

2) ¢ dx _, - &fRs7 +1)g

_Log
Cr T enrs % 9 5

! dx 1 p
Qrxf 2 4

24) 22 dx —E
005_ 3coxx 2

25) 22 dx _ 2p
0 2 +senx _\/5

p

\ 4
26) (yos3x sen6x dx = 3

0
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CALCULO DE AREAS

1.- Calcular el 4rea del recinto determinado por la funcién f(x)=x>-3x+2, el eje OX y las
rectas x=0 y x=3. Sol: 11/6

2.- Area del recinto limitado por la curva: y= 1/((x+1)(x+3)) entre x=0 y x=1. Sol: 1/2
In(3/2)

3.- Area del recinto limitado por la curva: y = In(x+3), el eje OX, entre x=0 y x=1. Sol:
4In4-31n3 -1

4.- Area del recinto limitado por la grafica de la funcion: f(x)=sen(x/2) y el eje OX desde
x=0 hasta x=n. Sol: 2

5.- Area del recinto limitado por las funciones: f(x)=4x-x> y g(x)=x*+2x. Sol: 1/3
6.- Area comprendida entre la funcién: f(x)=x’-4x’+3x y el eje OX. Sol: 37/12

7.- Area del recinto limitado por la grafica de f(x)=cosx, el eje OX y las rectas x=0 y x=mn.
Sol: 2

8.- Area del recinto acotado del plano, limitado por la grafica de f(x)=x*(1+x?), el eje OX
y las recta x=-1 y x=1. Nota: tg(-n/4) = -1; tg(n/4) = 1 Sol: 2-7/2

9.- Calcular el valor de "m" para que el 4rea del recinto limitado por la curva y=x*y la
recta y=mx sea 9/2 u.a. Sol: +3

10.- Area limitada por f(x)=xe™, el eje OY y la ordenada en el maximo. Sol: 3/e-1.

11.- Obtener el area comprendida entre la funcion y=e* y la tangente a la curva en x=1.
yelejeY.Sol:e/2-1

12.- Area del recinto limitado por la curva y=xe*, el eje OY y la ordenada correspondiente
al punto minimo de la curva. Sol: 3/e-1

13.- Area limitada por las curvas: y=-x*>-2x+3 y la recta y=3. Sol: 4/3

14.- Area de la region del plano delimitada por los ejes de coordenadas y la grafica de la
funcidn f(x)=(x-1)e™. Sol: 1/e

15.- Hallar el area de la region del plano limitada por la curva y = (x-1) ™, el eje de
abscisas desde el punto de corte hasta la abscisa en el maximo. Sol: 1/e-2/¢?

16.- Hallar el area de la region del plano limitada por las curvas y =In x, y = 3 y los ejes
de coordenadas. Sol: ¢’-1

17.- Hallar el area comprendida entre la curva y = In x desde el punto de corte con el eje
OX hasta el punto de abscisax =e. Sol: 1

18.- Hallar el valor de "a" para que el 4rea de la region limitada por la curvay = -x*+a 'y
el eje OX sea igual a 36. Sol: a=9

19.- Calcular el area de las regiones del plano limitadas por las curvas:
a) y=x>-3xyel eje OX

b) y = [x>-5x+4| y el eje OX

¢)y =x(x-1)(x-3) y el eje OX
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d) y=x*-6x*+8x y el eje OX
Sol: a) 9/2; b) 9/2; ¢) 37/12; d) 8

20.- Calcular el area comprendida entre la funcion y=Inx, el eje OX y la tangente a la
funcidn en el punto x=e. Sol: e/2 -1

21.- Halla el 4rea determinada por las curvas y=x?, y=1/x y la recta x=2. Sol: 7/3 - In2
22.- Halla el 4rea determinada por y=x*+1, su recta tangente en x=1 y el eje OY. Sol: 1/3
23.- Halla el 4rea determinada por y=x>+1, su recta normal en x=1 y los ejes. Sol: 16/3

24.- Halla el area comprendida entre las curvas y=x, y=1/x, y=-7/8 x + 15/4, siendo x> 1.
Sol: 15/4-In4

25.- Halla el 4rea encerrada entre las curvas y=x*-4x* y=x-4. Sol: 8

26.- Halla el area comprendida entre las curvas y=x*-x, y=3x. Sol: 8

27.-Halla el rea comprendida entre las graficas de la curvas: y=-x*+2x” e y=1. Sol: 16/15
28.- Area comprendida entre y=x’-x* y el eje OX. Sol: 1/12

29.- Area comprendida entre la curva y=x/(x>-5x+4) y las rectas x=5 y x=7. Sol: 4/3 In3
+1/3 In4 - 1/3 In6

30.- Area encerrada entre la curva x%/(2x-2) y las rectas x=3 e y=2. Sol: 7/4 + 1/2 In2.

31.- Area comprendida entre la curva y=In(x’+1) y la curva y=In5. Nota: arctg(-a)=-
arctg(a). Sol: 8 - 4 arctg(2)

32.- Area comprendida entre la curva y=[x-1| e y=2. Sol: 4

33.- Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y=-x’+2x e y=x*(x-2).
Sol: 44/15

34.- Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y=x*-2x e y=x*(x-2). Sol:
49/30

35.- Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y=-x*+2x%, y=x+2 e y=-
x+2. Sol: 31/15

36.- Halla el area comprendida entre la grafica de la funcion y=tg(x), el eje OX y la recta
x=n/4. Sol: In(v2)

37.- Halla el 4rea comprendida entre la grafica de las funciones: y=2-x* e y=|x|. Sol: 7/3

38.- Halla el 4rea determinada por las curvas y=x?, y=1/x y la recta y=2.
Sol: 4v2/3-2/3+In(1/2)

194




(D fo= xE3xaz o3Vt Sl<x'z
z Sx=

[4

xzo
xz3
g (x 2 3x42)dx -S (x—’sx*r")dx + { (xLx42)dx =
< 5—- - .’ﬁ-—%i_ % -
.3_. -3 +2x3 - _- 3* +2¥1 4 - —3
2 1 3_+zz-
R R A 'i ) -3" 23~%*
:L,£+z-o-—(.3.—32+z,z 245 - A
3 2

NEL

a12]

@ s |
C2DTE2% ) I B Az f (x+n(x+3§

n o

XTo ]
x= 4
A B . AGHIMRKA) Lz A+D+G ()

- p——ee

: + 2
(x+1) (x+3) el x43 (x41) (x43) vz - AzzA > A7 He
x——s—v A-2@ ~ 6=H

Az f éi/!—‘- e dx - ‘\nlx«l-l‘—-»ln\x-ﬁ\_s 4 ’ni-—(hq-—lh‘“-

X-\"&

+.,- h3 = _Lan-ln‘H—‘n@ = -Z— 2324 ln'% =lin \r37z

¥ 2
@ 4= [n (x+3) " A:g ! (n(x-t%) dx =
X<Oo | o
x= ] 1

! - X - 3
glnfx‘k?) dx = XC‘}:(X-E‘Q —S‘.).c_:i.—&x- x‘n{x-\»!)"j"-—m
s ln Gerd) Su ;:?/ x Lxed

duzdx vix %-3 4

73
1
Az X In (x43] =x 4 3ln (3] ]o 2 (x+3) ln(ﬂg)_.x]i - ¢ Y- (- 3n340 =
:!q hY-3In3 -4

(D {602 sen (x4) w
{ pef st = [(sun 06) £ <

xXIo
x= T noZn "t

c2 (st o = 2l Trwso): 2(o4 )2 [E]

195




@ 'g(x)‘.‘\(x-x7 YoUx-x? UxexZ=x2 7% y
g0z xH 2x gz xlatx 2o |
¥Lxzo
K[\(-—ﬂ <o §¥~°
A= J (‘-lx—x (x+2x))dx -:f (?x«zx dy = X728 3 o 4/3,

© 6= x*-txuzy

x* Y%Y3xzo

Xz
oX X(Xz-'ix-\-@:o(x:j
; { <3
3
A:f (Xz-‘lkz+3x)<l>< -‘g (xs_l(xz.}gx)dx =
©
o 3.2 _ 13-4, 3 Pl_q2 .9 4,43
B A A i AL T T R A
=
-“_*_3‘5_‘624-;-‘—(‘}_.:_31.
ST T MY +36-3 *Z 0
@ ﬁ(x):cosx "
2 —-
oxX W% T A:f COSXA‘C"y“sxdx_
Xzo ° ¢
x=M

“ - S Sen / -
A S S S T Se ‘yz -S5O en T+ "2 pd
- S(n X - n¥X / Ca)

zl-0-044:

2 ,‘2
(x) = ) )
_Px 14%° 7 -9 H»Xz=O
oX 44¥%

o 4 {1 .2 o \ A ol
xz2-\ - X A ’)-(————AX: {~— = -
v A-L b ¥+lg° < ‘( ) )

7 (x4
x© xH

-_';:E_}_ 4 -:\x_oxc\sx}:\ +\x—q(c\'3x3;\ - A ‘
zlo- ocTqO - 1) +aud<5(—t\\ 4\ (-MC%‘\ ~otaf 30\ o

= l'1-T-5 + ‘4-%‘ :2(4-‘%) :

~ v
@ ‘j-)( xz—;mx

%:mx xz-.mxzo .
:fz!' Y(""v;\)rosj‘(::
3
U (- h*)dx\ 1,-.n ]'“l = =

k =3
_’_!‘3:1:) l"ﬂs’.'j__'c.:z¥ :jm:\f; SHim T
€ 2 r4

196



. f(x) X.e™ fhoz X4 x. () = €T (Hx) o<
t-x = o:)x 1
f(():i.( =4

ovdemch en e| mox\mo

1
‘L"i":‘/‘ Az (L -xe™)dn = & T L2 oih
/, ‘ fo(e ) x = e"-}(x&c)e"]a; z"l'é--(o-(-l.e}:
-13 '
%4 . x -e-—-'(
ke de 2 xeX - fedx xR (0 |
uz x du=dx
dy:-- -%d 5 U:e”‘

@ y: e Tmcsen’h DYyt wmx-xo) 2 \5-2,(1\ = «_@'Cﬁ (x-v)

+«if:x:! f'(x\:e“-.sﬁluhe e = e(xd)
1 =< =e '3% et
gz ex

(Y x - 2t
et € e G

- xe* Loe*exe = (1) = fo
@3 y=et © <H>‘:o =Xz~ fé":"’(‘='%
o(&ho-éa PO o
] Atg x_[14 _ X, 4 o _
~l(:a (/g))éx - ()t 3"34 -

-

© -l
- _1¢ 40 - (2¢ —’e—) :

gx cxc!,‘ - xe"_fe"dx - xé“-e"—.(x-()tx _ ° g\ .
(P

uz ¥ du=dx
&\Jtc‘y“e

(i3) g=x"-aats ——XLWZ’ p=( fa-tetoed) of Eoxtvaxldx
3:3 :
- 1 — Y
s ﬂit'?*‘*""

x%2x 4323
xz.Zx =90 X2
x(xD)20 L x22

@ £60 = (x-1) € P30 o (x-1) ™20 xzd
Ejes
A= - S'(x-l) <*dx ‘

n

Rl

f(x A) e dos =~(x-0) e~ g *dx (x-)e™ -

—x_\ A\\ < Ax
X Az [—(x-\)e -e

' 1 -t
P S } 2 oxele® 197°

197




@ 4= (x-)e™ BI: e ()€ s (zx)e o

Xz
4
A‘f x-0)e dx = —xe““l,?: et
e

Uz x- C(u 4><
<1\1:‘e')< Us-e™>

Ha’ximc

thnx *-( “~q:3 !HX:S
3:3 / . x=z es
ot [ 3 ‘ Ry 1 3
A-:f'° 3dx .b( (3-Inx)dx = 3x7_ 4 3’x—(xlnx~x)]{:

= xlnx = § 0 22 2 sefax x
f‘hxik de S)( Xinx -32-0 4 gg—eln€+e-3+{n* 4=

uz lmx Au-—;
dv=dx v=x - 344 3 Ine - q+l,.'.4 'Ie - |
4 °
Mivevr ¢ 46
J
2o x” € e o
@ g A:g |v\xcl)< < xlnx-x—)‘ <
Govte OX 1 e 1

x-e :elne-e-(ln4+'1:€—€-°“:

? % -
g:~x+o.§ -3¢ ~X4a 20
ox Az Xz *{a

Ny
7-%] ﬁ\

‘G‘ to \Ya-r(“ —al) = - ""E‘ sola a\f&+aﬁ :(2'%)“{&

Az36 "S’ (*"“‘)Ax - - ; +o~¥]

-Ya

-

wald _36 (r) '% :_ﬂ
T3
Y@ > @s3 Hla=9
()32 > (&= @ >

)«j:xzf‘Sx} xE3xz0
\

x(x-3)z0 {x- 2
3 3 _ 3 2 3
A:-go (x 3x)dx -—Pé—— 3 52_ 'So

b)‘i:l"z-Sfo x2-5x+*(:o{::':‘
¢ OX

Y
Azl (xLsxty)dx| ={ 23 5,2 vj_ sy o= -5 44 -
}'( x+4)dx 3 s%wx]l _[3 vo4le {3 ZH)_
-3
*|z

198




o

Chy= x6e-1) (x-3)
¢j¢ ox

3 2
A= [ ) (era)-f 6P Ade

4
:f (usP43x)dx -Lg(x?—qx?+ 3x)dx =
o

Y 3 L 24 R 7.3
"5——-—'3_& —f( X _Yx x° -
Ty 3+352-jo (q &?“'?ZL

x (x2-6x+8) 2O <{:::

<2

. ¢ OX%

\ ,
d) ysxtexe8x / x3-Ex48x TO
)

A :4( z(x *6x’+8x) dx ‘gq(*z-éxz-&?x) dx =
° 2
- 5‘;'%?* 95531: ‘[%'?xg*‘lk"’}: z ‘4-l/+|/—0-(q?.1zi+cq-w¢-;£§
2 4+4 :
%:lnx / '{-stu‘\'v.'. YYo= M (x-xo)

¢ OX y-§© = £e) (-2
{?X\: 4/x q-lhe: -é—(x-c) -—7 e

+3+Q t;mxTe
- X
3-) _.é..-»{

y:=*e
A:(:(’f’e)clx _Sflv\xclx = 2——";]5 ~[xl~x- x]f: -Ze—:-_o—(e(nc—e—o-u):

199



A ¢ :
= 4)=1 :
gm 22
Oy g:lX
1 {
A 3 2 4 =]
A f((}fﬂ)—?x)dx = -‘%-«H(—" ]o- '3'*‘ \ ’
o
Lt Q) = = (x-1)
@ ysx +14 9 { fl(“
normal &n x= | y-2 —_-—_;_.(x—l)
s % ‘
y-2=-%47 _?zﬁf%.:o-.wxrs
I 7
4 2

- x= 4 o X% axcl
Y<Xx \ x
3:1' ""* .‘.—:-Ek{-g =) (:—12‘.24.12)(
-—:‘ (S 12 . x 8 q 8 "
R it g -
LR de /l Fx2 30% 480 {X-(’
x= Y7
2 Y Xx=-Fxal® > oy Fxa30
- 4 o, 05 ) dy- q ex =~ Fx
A'L( —x)c[x +f C <t ) B 3 x=2

4 [y x
z-\'\)(j1 + (__:‘X _‘(Sk ‘nk_} - ——lnz--2—+|7/(-i;+qu-(“‘|{..§._z. gz_“‘z

T 2- z-.. ~F415- ln‘u.»— +l//2=

~iX

~—

@ ‘:\:,‘q—‘lkzg x
- X2 4yz=o
g =X s t=amx={= ¥

ol t™ S%+‘+°{t TV x={g=*? M
pe o) e s

= fz ((5x2- xq-‘l) dx *‘(_:(x“_s x'-m) dx +L ?lexq-q)éx ;

3 S -1 S 3 { S 3 x; —
5w’ X7 ] + X2 _sx.4 y XX Yy
1 -2 S 3 * Y 3 S {

N S Rt

nj~

4o 32 L _5 494+
i 32 gy (L -G

200




@ g zx%x xhxz3x
%:zx 1?! -©
x (v?—'l)~o<

@ %‘:-kl'{- sz -% *’zx -\
'-5:|

‘l.\.?x—\ o
(Yzt-zodttaxs =1z A N

$zx? A"

A S 31 2 2
- X - _z
A—g-‘ 4-—éx“'+2x") dy = ><+——5-v22‘-3— L st -3 HrT oS P

3.2
gexoxt [ a0
XTO

eje OX x¥x-)o

x< A

xz$S
x=7¥ x
A:& xtSx+Y4
x ox A & - AG-9)4G (x4) = Alc-4) #B(x-1)
X =5%x+4 - (x-l)(x-‘{) X -t x4 (X—l) (x-4) Xzl l"—3A Y- - /3

vy 4z 3R ~ 8"‘/‘3

A:j _).‘___ Ak :f (-—VS ‘(/3 )dx = -— lnlx—(\-&——(v\lx-‘il]

X2 Sx 4y x-1  x-\

{
-_--.3-\»« + b 4% In -%‘n4:'%|n3+-;—ln‘(-%lncl
2

2 X {
H %-2 } {
(

"':: A_§3 x2 [ o4 gxz R [,‘z?
T [ x- i 3 Z g__
:14’:(3}_47‘ :'Z“f (X-H + —'—)c‘x = ‘f; +x+'hl»\'-la =

> x -( 2
> (i+34(n2 2-2- /l/) Ej




\j:lh(k?-(-!) } (n(xm):\ns

yzlnS xS S re

xizyax=t27

-2 2

A= { S-InG&l) = NS X~ { I (6241)

flw(x L)dx =X ‘" (xm g_Z_LAx - x. InGt) - zg( ‘)4* = x In(A) -2+ Zovcgx
u= ) J\. T x? (_’izﬂ
AV‘.‘ dx -X’-' !

UTtx -\

InS. x] e bn (40~ axizonddgx »(zlns -4y zortgz +2inS-4 '2°’+‘3('2?_

= YS ~ ("( (nS - ?-\—ZC«C\’SZ.\/ZQ@'\’% )
: ‘3:")(’4, ;QZW ,x_{': {—X-\'l xCl
y:=7? - ‘ x U x>

-\ 3
1xe-t1= 2 {x-\: 7 Hx=3 l A= g;éx-n\ Ax ¥ gs 2 -(x-1) dx =

x-\2-2 X7\
- Zx‘\-.—--k—j_‘ + Zx—_.*xj‘

= x+% £l 43K "2], -‘2—44.%4»(%—‘—’2-—“12) z246-4 =E

(4
@ ‘j - XA —xlox = xaxf
= x*(x-2)

x I o4 x’2xzo

3_ @ 1
x (x*-2x *4x-g)70 <x"'—2x7-h<~2:o -

(x=2) (%1)=0

A:J§7(-x2+zx-(x“'.zx3))4x/ . (=2

S
32 4y
Y- 4+g-0|° |5
2o
xt ol xYixzo

:( = né- XS +2x&|
) . !4-247
"(k"rZ\c?-—x-\—‘z)'o <:3‘ 22xd 2 — - ! Z‘C: _} { xz2
A- M Lok (x_z,aax[ Jf Lol zx)dfo _2¥_(X-ZX)Z—:?(>< Dzo | x4
R h Tl

73
RGP AR M et R

N
ofl~n )
-~ A
olN

4= xtex } x%25 = X 233
y= x(x-2)

202



-

R
@ Yo-xtix ‘j~~x"+zx25 R TON N g:..x“+2x"$ i aiz-xa 2
~ x4 T x - 2 -
= X2 Yz xat )t adxazzo gt ¥Lox? =220
-_(_‘ -t 4 g1 A 4 4 -1-2 x2A
T -1 <1 7 [ i 4 ~-2{o
.

—

Il/) Az g '{’3)‘ AY ‘g _S_(_;lsc\x :..y —'SL_QL(AX -
« o wSX
~ln l(,cs"T/q‘ x Infess ( -

|
x< W, ,
) : 1 '—-‘h‘(OSX\}
)l = = bl ]

@ 4= 2-x* 2-%‘zx 2-%% - x
e x| xP4x-22° Xx-x-2<0

- ! xz 4 {x:-t

x =-1 X =42

(2 -X= (-x) c{x -LS &-—X )(de j (i-xe)J, 4( (z-x %) dx =

e i A R

AL

- ?x- 3. 3
14 4 -L-L:‘i—~2—f4: Y,
12_.§__,+2 2 > 3 3
2 A 1
2 % = - /’_2 xz:?
9=x g 3. > x ~+ (2
A i \ X-‘ X =~
(ﬂ:;' ™~ - )(’-4/2
Y4 X<
y:=? xz\
4 3
X T
)

-( L) de 4 ﬁ-"H - 2x~\nx
A-—f%(? x) X g(z xt)dx ‘
:2-(/( 2t W Ya +2(Z- -2+‘ '-/4 ln2+zr,__./+1/3

203



Problemas sobre todo el Tema 2

204



PROBLEMAS TEMA 2
MATEMATICAS II
INGENIERIA QUiMICA E INGENIER{A ELECTRONICA
INDUSTRIAL

(1) Calcula la integral doble [ [,,(2—y)dA, donde R es el rectangulo del plano
zy cuyos vértices son (0,0), (3,0),(3,2) y (0,2).

(G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol. II.
Prentice Hall. Ejemplo 13.1. Pégina 1005).

(2) Calcula la integral doble [ [,z coszydA sobre R = {(z,y) : 0 < a <
(7/2),0 <y < 1}. Escribe las dos integrales iteradas y decide cual de ellas
se calcula mds facilmente. (G. L. Bradley y K. J. Smith. Calculo de varias
variables. Vol. II. Prentice Hall. Ejemplo 13.4. P4gina 1008).

(3) Utiliza integracién iterada para calcular las integrales que se piden:

(a [ [pa?ydA, para R ={(z,y): 1<z <2,0<y<1}

)ffRzT(’ydA para R = {(z,y) : -1 <2 <0,0<y <In2}
(0) [ [r Z%dA, para R={(z,y): 0<z<1,1<y <3}
(d)ffRsszry)dA para R={(z,y):0<z<1,1<y<3}
(e) [ [r(62%y® —5y*)dA, para R = {(z,y): 0< 2 <3,0<y <1}
) [ [ TZ+1dA para R={(z,y):0<z<1,-3<y <3}
()ffo+ydA para R={(z,y): 1 <x<2,0<y<1}

Solucion: (a)7/6; (b)—1; (c)41n2; (d)1; (€)21/2; (£)91n2; (g) In 2L (J. Stew-
art. Célculo multivariable. Pdgina 980; G. L. Bradley y K. J. Smith. Cal-
culo de varias variables. Vol. II. Prentice Hall. Pdgina 1010).

Halla el volumen del sélido limitado por la gréfica de f(x,y) sobre el rec-

tangulo indicado.

(8) Fa.y) =3, R={(@.y): 2 <z <2,1<y<6}
) fw,y) =4—-2y, R={(x,y) : 0<2z<1,0<y<1}

(c) f(zy)=22+3y, R= {@y)OSISLOSyéﬂ
) I
) S

(4

=

.y) = a7, R = {(2,y):0< 2 < 1,0 <y < 4}
z,y) =xeY, R={(z,y) : 0<2<2,0<y<In2}
) fz,y)=(z+y)? R={(2,y):0<2<1,0<y <1}

Solucion. (a)60; (b)3; (c)8;(d)32/9; (e)2; (f)3. (G. L. Bradley y K. J.
Smith. Cdlculo de varias variables. Vol. II. Prentice Hall. Pdginas 1010-
1011).

(5) Halla el volumen del sélido que se encuentra bajo el plano z = 2z + 5y + 1
y arriba del rectdngulo R = {(z,y): —1 <z <0,1 <y <4}

Solucion: 37.5u3. (J. Stewart. Célculo multivariable. Ej. 23. Pégina
980).

(6) Calcula el volumen del sélido que se encuentra bajo el paraboloide eliptico
22/4+1y?/9+ 2z = 1y arriba del rectangulo R = {(z,y) : ~1 <z <1,-2 <
y<2}

1
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PROBLEMAS TEMA 2

Solucion: 166/27u>. (J. Stewart. Célculo multivariable. Ej. 25. Pagina
981).
(7) Obteén el volumen del sélido limitado por la superficie z = /22 +y y los
planosx =0,z =1, y=0,y=1y 2 =0.
Solucion: #(2v2 — 1)u®. (J. Stewart. Célculo multivariable. Ej. 27.
Pégina 981).
(8) Halla el volumen del sélido que se encuentra en el primer octante, limitado
por el cilindro z = 9 — 32 y el plano x = 2.
Solucion:36u®. (J. Stewart. Célculo multivariable. Ej. 29. Pagina 981).
(9) Debajo de la superficie z = 22 + 32 sobre la regién cuadrada limitada por
ol <Telyl <1.
(10) Sea T la regién triangular limitada por las rectas y = 0,y = 2z y = = 1.
Calcula la integral doble [ [.(x 4+ y)dA por integracion iterada.
(G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol. II.
Prentice Hall. Ejemplo 13.5. Pédgina 1013).
Solucion:8/3. (G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables.
Vol. II. Prentice Hall. Ejercicio 26. Pagina 1021).
Calcula el volumen del sélido que se encuentra debajo del paraboloide z =
22 +y? y arriba de la regién D, del plano zy, limitada por la recta y = 2z
y la pardbola y = 22,
(J. Stewart. Célculo multivariable. Ejemplo 2. Pédgina 984).
Calcula la integral [, [ ¥ dyda.
(G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol. II.
Prentice Hall. Ejemplo 13.10. Pdgina 1019).
Calcula las siguientes integrales iteradas:
(a fg A xydydx
fo (z + y)dydz
fo fo 22 + 2y%)dydz

(d fo qu ¥y cos xdydz

(b)
(©)
()
(C) 7"/2 CUEO qmed dO
)
S

(11

—

(12

=

(13

=

(f fo fy fdxdy
olucion: (a)32/3; (b)27/2; (c)5/12; (d) 3 sin®2 ~ 0.1253; (e)e—1; (f)5e*/2—
R' (G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol. II. Pren-
tice Hall. Pdgina 1020; J. Stewart. Cdlculo multivariable. Pdgina 988).
(14) Evalda las siguientes integrales dobles en los recintos que se indican:
(a [ Jp(@ +y)dA, D es el tridngulo de vértices (0, 0) (0,1) y (1,1).
I /s 48m/dA D es la regién limitada por y = 2% e y = \/z.
[ [pa*y?dA, D ={(z,y): 0< 2 <2, -z <y<a}
ffDﬂ-HdA D={(z,y):0<2<1,0<y <z}
J[pe/¥dA, D ={(z,y): 1 <2 <2, a"<y<1;3}
ffDT(’osydA D estd limitada por y =0, y = 2%, x = 1

(b)
(©)
d)
(¢)
(f)
)

(g) [ Jp(2z —y)dA, D estd limitada por el circulo con centro en el origen
y radio 2.

h) [ [, 4xdA, D eslaregion del primer cuadrante limitada por y = 4—a?2,
y=3zey=0
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PROBLEMAS TEMA 2 3

Solucion: (a)1/2; (b)5; (c)256/21; (d)3In2; (e)e* —2¢; (f)(1—cosl)/2;
(9)0; (R)13. (G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol.
II. Prentice Hall. Pédgina 1021; J. Stewart. Calculo multivariable. Pédgina
988).

(15) Obtén los volumenes de los siguientes sélidos:

(a) Debajo del paraboloide z = 22 4 92 y arriba de la regién limitada
y=2>yz=y>

(b) Debajo de la superficie z = xy y arriba del tridngulo cuyos vértices
son (1,1),(4,1) y (1,2).

(¢) Limitado por el cilindro 22 + 22 = 9 y los planos = 0, y = 0, z = 0,
= + 2y = 2 en el primer octante.

(d) Debajo de la superficie z = x +y + 2 y arriba de la regién D limitada
por las curvas y = 22 e y = 2.

Solucion:(a)6/35; (b)31/8; (c)(11v/5 — 27) + sin™" 2; (d)%i (G. L.
Bradley y K. J. Smith. Calculo de varias variables. Vol. II. Prentice Hall.
Pé4gina 1021; J. Stewart. Calculo multivariable. Pagina 988).

(16) Dibuja la regién de integracién y cambia el orden de integracién en las
siguientes integrales:
1 rz
(a fo fo f(@,y)dyda
ln
jl f(z,y)dydzx
(C fo fy/g f(z,y)dzdy

Solucion: (a) fol fyl f(z,y)dzdy; (b) ln?fv f(z,y)dzdy; (c) fo (z,y)dydz.

(J. Stewart. Célculo multivariable. Ej. 33-35-37. Pédgina 988).
17) Calcula las siguientes integrales invirtiendo el orden de integracién:
g g g
(d f04 A zydydx
(b) fol ffT eV~ *dydx
(c) fo f , dydz
(d) f,v“’ " dudy

(e) /0 ]37} e’ dudy

) J3 fzycos;vzdxdy

Solucion: (a)32/3; (b)e—2; (c)2/3; (d) X 2\[ i (e)(e®—1)/6; (f)3 sin8L.
(G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo dc varlab vanablcs Vol. II. Prentice
Hall. P4gina 1021; J. Stewart. Célculo multivariable. Paginas 988-989).

(18) Expresa D como la unién de regiones del tipo I o de tipo II y calcula la
integral [ [, 22dA.

(1, 1)
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PROBLEMAS TEMA 2

Calcula el drea de la regién D.

Solucion: 1. (J. Stewart. Célculo multivariable. Ejercicio 45. Pégina

989).

(19) Utilizando coordenadas polares, calcula la integral [ [, (3z+4y?)dA, donde
R es la regién del semiplano superior limitada por los circulos 22 + 3% = 1
y 22 + y? = 4. Calcula también el drea de la regién R.

o y 2 N
¥ xtyi=1 : x +y*=4
Vi 7
- R
0 x 1
0 “‘, X
+y?=1
@R={r0)|0=<r<1,0<6<2m} MY R={(r0)|1sr<2,0<6< 7}

(J. Stewart. Calculo multivariable. Ejemplo 1. Pdgina 991).

(20) Utilizando coordenadas polares, halla el volumen del sélido que se encuentra
debajo del paraboloide z = x2+y?, arriba del plano zy, y dentro del cilindro
22 + y? = 2. Calcula también el drea de la region D.

(x=12+y=1
/[ (o r=2cos)

(J. Stewart. Célculo multivariable. Ejemplo 4. Pédgina 993).
(21) Calcula las siguientes integrales, pasando a coordenadas polares:

(a) [ fR zdA, donde R es el disco con centro el origen y radio 5.

() [, r2ydA, donde R es la regién del primer cuadrante, limitada por
los circulos 2% +y? = 4 y 2% + y* = 25.

) [[p e~ =¥’ dA, donde D es la regién limitada por el semicirculo & =
/4 —1y? y el eje y. Calcula el drea de la regién D.

(d) [ [5(2*+y?)dA, donde D es la regién limitada por los espirales p = 6
y p =20 para 0 < § < 27. Calcula el drea de la regién D.

(©) Jo J7 e dyda

(f) f02 f:%:ﬁyzdxdy

208




PROBLEMAS TEMA 2 5

Solucion: (a)0; (0)609/8; (c)(w/2)(1 — e™*); (d)24n°; (e)(w/4)(e — 1);
(f)4n/3. (J. Stewart. Cdlculo multivariable. Pdginas 994-995).
(22) Utiliza coordenadas polares para calcular el volumen de los siguientes soli-
dos:
(a) Debajo del paraboloide z = 2% + y? y arriba del disco 2 +y* < 9
(b) Una esfera de radio a.
(c) Arriba del cono z = /22 + 32 y debajo de la esfera 22 +y? + 22 =1
(d) Interior al cilindro 22 + y? = 4 y al elipsoide 422 + 4y? + 22 = 64
Solucion: (a)81m/2; (b)dma?; (¢)(2m/3)(1—(1/v2)); (d)(87/3)(64—24V/3).
(J. Stewart. Célculo multivariable. Pdgina 994).
(23) Calcula la integral [ [ [ ayz2dV, donde E = {(z,y,2): 0 <2 <1,-1<
y < 2,0 <z <3}, usando tres diferentes érdenes de integracion.
Solucion: 27/4 (J. Stewart. Célculo multivariable. Ejemplo 1, pagina
1010).
(24) Calcula las siguientes integrales triples:
() [ 2, [, dwdydz
(b) ff fol ffl 8z2yz3dadydz
(¢) [ [ [z(a*y +y?2)dV, donde E = {(#,y,2) : 1 <z <3,-1<y<
1,-2<z<4}
@) [2 [ [ pyzdzdyde
(e /31 N .]'14 yz cos zydzdzdy

)
)
() fol Iy ff}nz e+ dzdady
)
)

®) Sy S5 o™ tdydad:
(h f03 fol fomzeydxdzdy

Solucion:(a)45; (b)45; (c)8; (d)68/9; () —22; (f)3(5—¢€?); (9)dmr—181In2;
(h)1(e*—1) (G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol.
II. Prentice Hall. Pdgina 1050; J. Stewart. Calculo multivariable. Pégina

1016).
(25) Calcula la integral [ [ [, 2dV, donde E es el tetraedro sélido limitado por

los cuatro planos x =0,y =0, 2 =0,y z+y+ 2z = 1.

|
I
B I D
b (0.1,0)
// A et
: ¥ e >
\MJ,U]// S 0 y=0 | %

x &

Solucion: 1/24 (J. Stewart. Célculo multivariable. Ejemplo 2, pégina

1011).
(26) Calcula las siguientes integrales triples en las regiones indicadas:
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(27

(28

(29

(30

(31

—

)

)

)

—

PROBLEMAS TEMA 2

(a) [ [ [p2xdV, donde E = {(z,9,2) : 0<y <2,0<2</4-y%0<
z <y}
o [f fE 6zydV, donde E estd bajo el plano z = 1+ +y y arriba de la
regién del plano xy limitado por las curvas y = /z,y =0,y . =1
(¢) [ [ [5xydV, donde E es el tetraedro sélido con vértices (0,0,0), (1,0,0),
(0,2,0) y (0,0,3)
(d) [ [ [;zdV, donde E estd limitado por los planos z =0,y =0, z =0,
y+z=1lyx+z=1
(e) [ [ [zxdV, donde E estd limitado por el paraboloide z = 4y? + 422
y el plano x =4
(f) [ [ [p2yzdV, donde E es la regién definida por ? + y* + 22 < 1,
y>0,220
Solucion: (a)d : (b)65/28;(c)1/10; (d)1/12; (e)167/3; (f)0.(J. Stewart.
Célculo multivariable. Pagina 1016; G. L. Bradley y K. J. Smith. Calculo
de varias variables. Vol. II. Prentice Hall. Pagina 1050).
Calcula mediante una integral triple el volumen de los siguientes sélidos:
(a) El tetraedro limitado por los planos de coordenadas y el plano 2z +
3y +6z2=12
(b) El sélido limitado por el cilindro # = y? y los planos z =0y z+z = 1
(c) Del elipsoide % + % + i—; =1
(d) De una esfera cualquiera de radio r
(e) Limitado por el paraboloide z = x2 + y? y el plano z = 4
Solucion: (a)8; (b)8/15; (c)32m; (e)4mr3; (f)8m (J. Stewart. Célculo
multivariable. Pégina 1016; G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias
variables. Vol. II. Prentice Hall. Pdgina 1050).
Utilizando coordenadas cilindricas, calcula el volumen del sélido en el primer
octante que est4 limitado por el cilindro 22 +32 = 2y, el cono z = /22 + y2
y el plano zy. (G. L. Bradley y K. J. Smith. Calculo de varias variables.
Vol. II. Prentice Hall. Ejemplo 13.34. Pdgina 1067).
Utilizando coordenadas cilindricas, calcula las siguientes integrales triples:
(a) [ [ [z V*?+y2dV, donde E es la regién que estd dentro del cilindro
2% + 9% =16 y entre los planos z = —5 y z = 4.
o [f fE ydV , donde E es la regién que estd entre los cilindros z2+y? = 1
y 22 4+ y? = 4, arriba del plano zy y abajo del plano z = x + 2.
(¢) [ [ [5**dV, donde E es la regién que estd dentro del cilindro 22 +y? =
1, arriba del plano z = 0 y abajo del cono 22 = 422 4 4y2.
Solucion.  (a)384m; (b)0; (¢)2r/5 (J. Stewart. Célculo multivariable.
Ejercicios 7-9-11. Pdgina 1023).
Utiliza coordenadas esféricas para hallar el volumen del sélido que estd
arriba del cono z = /22 + 2 y debajo de la esfera 2 + 3 + 22 = z. (J.
Stewart. Célculo multivariable. Ejemplo 4. Pégina 1022).
Calcula las siguientes integrales mediante un cambio a coordenadas esféri-
cas:
(@ [[ fB 22 +y? + 22dV, donde B es la esfera unitaria 22 +y* + 2% < 1.
o [f fE 2dV, donde E estd entre las esferas 22 +y? +22 = 1y 22 +y% +
22 =4 en el primer octante.
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PROBLEMAS TEMA 2 7

() [ [z /22 +y2+22dV, donde E estd limitado abajo por el cono ¢ =
/6 y arriba por la esfera p = 2.

(d) Calcula el volumen del sélido que estd sobre el cono ¢ = 7/3 y debajo
de la esfera p = 4 cos ¢.

Solucion: (a)dn/5; (b)157/6; (c)4n(2 — /3); (d)107 (J. Stewart. Calculo

multivariable. Ejerciciows 17-19-21-23. Pégina 1023).

(32) Utiliza las coordenadas més apropiadas, cilindricas o esféricas, para calcular
los siguientes voliimenes:

(a) Volumen del sélido E que estd arriba del cono z = y/a? + y? y debajo
de la esfera 22 +y? + 22 = 1.

(b) Volumen del sélido E limitado por arriba por el paraboloide z = 4 —
(22 +y?) y por abajo por el plano z = 0 y lateralmente por el cilindro
22+ 9% =1

(¢) Volumen del sélido E limitado lateralmente por el cilindro r = 2sin,
por abajo por el plano z = 0 y por arriba por el paraboloide z = 4 —1r2.

Solucion: (a)(2r/3)(1 — (1/+/2)) (J. Stewart. Célculo multivariable.

Péagina 1023; G. L. Bradley y K. J. Smith. Célculo de varias variables. Vol.

II. Prentice Hall. P4gina 1074).
(33) Transforma a coordenadas cilindricas o esféricas y calcula las siguientes
integrales:

(a) f,ll f,‘l/%f; f;;rx;;f (z% + y?)3/2dzdydz

(b) fi L% A O 2 T P+ 2dedyda

Solucion: (a)8x/35; (b)2437 /5 (J. Stewart. Célculo multivariable. Ejer-
cicios 33-35. Pdginal024).
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Capitulo 4

Tema 3: Ecuaciones diferenciales
ordinarias

4.1. Teoria: EDOs en R, soluciones particulares y generales
Una ecuacion diferencial de orden n se escribe, en general,

F(a,y,9.y",...,y") =0.
Por ejemplo,
v + 2y1? — 8y +4 = 0.
La solucién y es una funcién de z definida sobre un intervalo de I C R y de clase C™(I): para
todo = € I, tendremos que F (z,y(z),y'(z),y"(z),...,y™(z)) = 0.
Ejemplo I1.100. Definamos
4y(z) = 4Ce™* + 82 — 2.
Entonces,

1
y(z) = Ce ™ + 2z — 3

Su derivada es
Y (z) = —4Ce 7 4 2.

Ahora vamos a construir una ecuacion diferencial:

y(z)+4dy = —4Ce™ $244Ce™ + 8z —4

y'(z) +4y = 8u,

que es una ecuacion diferencial de orden 1. Su solucidn general es

1
y(z) = Ce ™ 4 22 — 3

mientras que

1 1
y(z) =2z — 5 Y y(x) = Te 4 4 2x — 5

son dos soluciones particulares. Obsérvese cémo en la ecuacion diferencial y' +4y = 8 no aparece
ninguna constante C, la cual aparece en la solucion general: esto significa que la solucidn no es
unica; hay tantas soluciones como numeros reales.
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Se podria usar como ejemplo para dar la idea de la infinidad de soluciones algo con el coche:
la derivada es la velocidad, pero esto no dice dénde el coche estd. Ejemplo con las calles del
Ensanche de Barcelona?

Ejemplo I1.101. Partimos de
9y(z) = 9C cos(3z) + 9Cy sin(3z), Ch e R, Cy e R.

A partir de aqui podemos construir la ecuacion diferencial de orden 2

y' +9y=0:
y'(z) = —3C;sin(3x)+ 30 cos(3z)
y'(x) = —9C) cos(3z) — 9C; sin(3x)

" +9y = 9C;cos(3x) + 9Cy sin(3z) — 9C] cos(3z) — 9Cy sin(3x) = 0.

En este caso, tenemos tantas soluciones como valores de R?: eso se debe al orden de la ecuacion
diferencial.

La forma normal de una ecuacién diferencial prevé que la derivada de orden méaximo sea ex-
presada en funcién de las derivadas de orden mas bajo:

y™ = G(z,y,9,y", ...,y V).

De lo contrario, la ecuacion diferencial estd dada en forma implicita.

4.1.1. Problema de Cauchy

Puesto que, en general, una ecuacion diferencial de orden n tiene R™ soluciones, hacen falta
n condiciones para que la solucién sea tunica. Sea xg € R, y sean (yo,y1,...,Yn—1) € R". Las
condiciones de Cauchy o condiciones iniciales son:

y(zo) = wo

yl(xo) = U

v (z0) = 2
y" V() = Yoo

Un problema de Cauchy es una ecuacién diferencial ordinaria de orden n con n condiciones de
Cauchy:

( F(z,y,9,y",...,y™) =0

y(xo) = Yo
Yy (z0) = y1

y"(x0) = y2

\ y(n—l) (1‘0) = Yn—1

Ejemplo I1.102. EI siguiente es un problema de Cauchy:

{ y' + 4y = Sx
y(0) =7
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La solucion general de la ecuacion diferencial es y(x) = Ce ™% + 22 — %, en la cual el valor de
C se fijard por la condicion inicial:

1
y(0) = (Je*‘*'ojtz.O—5
1
7 = C-Z
2
15
C - ?.

La solucion del problema de Cauchy es, por lo tanto,

15 1
= e por— .

y(@) = 5

Ejemplo 11.103. EI siguiente es un problema de Cauchy:

y'+9 =0
y(m) =1
y'(m) =0

La solucion general de la ecuacion diferencial es y(z) = Ci cos(3z) + Coysin(3x). Vamos a fijar
las constantes:

{ y(m) = Cy cos(37) + Cy sin(3m)
y'(m) = —3C) sin(3m) + 3Cy cos(3m)

1=-C
0=-3C

Ci=-1
Cy=0
La solucion del problema de Cauchy es, por lo tanto,

y(x) = — cos(3x).

4.1.2. Existencia y unicidad de los problemas de Cauchy

Teorema I1.3. Sea R = [xg — a,x0 + a] X [yo — b,yo + b, y sea (xo,yo) € R. Sea

{ Yy =G(z,y)

y(xo) = yo

un problema de Cauchy. Si G es continua en R y % es continua en R, entonces el problema
admite una solucion dnica en un intervalo |xg — 6,0 + 0.

Este enunciado no es el mas general, ni mucho menos, pero para el objetivo del curso es suficiente.

Ejemplo I1.104. La una ecuacion diferencial ordinaria del primer orden, escrita en forma

implicita, y = xy' + (y')?, admite como solucién general y = Cx + C?. También admite como
solucion singular y = —%. Entonces, si fijamos como condicion de Cauchy y(0) = 0, vemos

) 2 . . L
que hay dos soluciones al problema: y =0 ey = —7-. La solucidn eriste pero no es unica.
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Las ecuaciones en derivadas parciales son la extensiéon multidimensional de las EDOs: al orden
2
F(a;, Y, Uy Ugy Uggy Uy Uy uyy) =0,

donde z y y son las variables y u(z,y) la funcién que se quiere despejar.
La ecuacién gz, — uyy = es la ecuacién de ondas en el plano. Obviamente, u ha de ser de clase
C2. La solucién es u = f(z — y), con f de clase C.

Ejemplo I1.105. Resolver
{ y' = ay
y(0) = o

Ejemplo 11.106. Calcular la solucion general de
y = 24e%.
Ver que es la solucion del problema y' = 2y.

Ejemplo 11.107. Calcular la solucion general de
, x
v= 22+ A
Ver que es la solucion del problema y' = %

Ejemplo I1.108. Calcular la solucion general de
2z + 2yy’ = 0.

Ver que es la solucion del problema y' = —%.
Ejemplo I1.109. Sea y = Ae*+ Be™®. Entonces, y = Ae®—Be *,y" = Ae®+ Be *. Entonces

y'=y.

4.2. Meétodos elementales para formas normales de primer or-
den

Sea y' = F(x,y). Eso es equivalente a

y = F(z,y)
dy

A

10 (z,y)

Por ejemplo,

, 572 4+ 1
y — —_
y— 2
d;y L 502+ 1
dr y—2
2
1
dy — oz + d
y—2
dyly —2) = —(5z%+1)dz
dy(y —2) + (52> + 1)dz = 0,
la tenemos en la forma
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0. (4.1)

3

Otros ejemplos con y' =z — 1, y' = 5%,/ = yer g2

%5, x? —sin(y)y’ = 0.
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4.2.1. EDOs en R de variables separables

Si (4.1)) estd escrita como
P(z)dz + Q(y)dy = 0,

entonces se dice que la ecuacion diferencial es de variables separables. Esta es la forma mejor,
porque se integra directamente:

/ Px)dz + / Qy)dy = C.

Ejemplo I1.110. Sea y' = 3(y + 1). Entonces,

vo= 3y+1)
dy
-7 _ 1
- 3(y+1)
1
——dy = 3d
y+1 y Sdw
1
———dy—3dx = 0

y+1

1
In(y+1)—-32z = C
In(y+1) = 3z+C

Y+ 1 = eSx—l—C’
y = —1+4e%e*
y = —14Ke*.

La constante K se fija con una condicion de Cauchy.

Ejemplo I1.111.
y' sin(2x) = y cos(2x).

Ejemplo I1.112. La solucién de

y/ — y2 _ 1
es
1+e2
Ejemplo I1.113. La solucion de
y —2xy =1

€S

Ejemplo 11.114. La solucién de

es y(x) = sin(z + C).
Ejemplo I1.115. La solucién de

sin(6)dr = r cos(0)df
es () = emGO)+C = K sin(6).
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Ejemplo I1.116. La solucion de

{ sin(@)dr = r cos(0)dl
r(m/2) =17
es r(0) = Tsin(6).

Ejemplo I1.117. La solucion de

{ L+ R(I)=0
1(0) = I

iy _Rt . o _
es: solucion general I = Ke™ T, mds la condicion inicial da I = Ipe™ T .

Ejemplo I1.118. La solucion de

; 2wy —3y
22 -3z
es
y = K(z? — 3z).
Ejemplo I1.119. La solucién de
{ y' = zyln|z|
y(0) = -1
(L’2
es |yl = eX¢? (general), y = —1.

Ejemplo I1.120. La solucion de

es y(t) = yoeo".

4.2.2. EDOs en R homogéneas

Las ecuaciones de tipo (4.1) se llaman homogéneas si P(x,y) y Q(x,y) son polinomios ho-
mogéneos y del mismo grado. Para resolverlas, se sustituye

Yy = ux,

lo cual lleva a una ecuacion a variables separadas, que ya sabemos resolver.
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Ejemplo I1.121. Sea 3/ = I+y . Sustituyo y = ux:

/ T4y
y =
r—y
i tu — T+ ux
T — ux
, 1+u
ur+u =
1—u
, 1+u
ur = —
1—u
, l14+u—-14u
ur =
1—u
, 2u
ur =
1—u
1—
uu/x =1
2u
1—u , 1
u o= —
2u T
—udu _ 1
u dr  =x
1-— 1
udu = dz—
2u T

integro

/1_udu—/d:z = C
/—/ —du—Inlz| = C

21n|u\—§u—ln\w| = C

Ejemplo I1.122. Sea /(2% — y?) = xy. Sustituyo y = ux, blahblahblah, el resultado es

.CU2

Ejemplo 11.123. Sea 3 = ytverty . Sustituyo y = ux, blahblahblah, el resultado es
arcsin(u) = In(z) + C,

etc.

Ejemplo 11.124. Problema de Cauchy:

{ Y =x+vy
y(1) =2

La solucion es
_ y/x
z=Ke¥/ ,

con lo cual © = e 2eY/7,
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4.2.3. EDOs en R exactas

Una ecuacién de la forma (4.1]) se dice exacta si
OP(z,y) _ 9Q(x,y)
oy Ox

Eso significa que se puede encontrar un potencial F' tal que

aFgZ’y) = P(z,y), aFéz’ Y~ Qe

La solucién del problema es dada por F(z,y) = C.
Ejemplo I1.125. La ecuacion diferencial xx’' + yy' = 0 admite como potencial

2 2
¢ +y
F(x,y) = 5

Ejemplo I1.126. La ecuacion diferencial y' = Bizigzy admite como potencial

F(z,y) = x> — :BQy + y2.

Ejemplo I1.127.
y/ _ z2—y
y

admite como potencial F(x,y) = 5
Ejemplo I1.128. La ecuacion diferencial (x3 + 3xy?)dz + (3z%y + y*) admite como potencial
4 3 y4
Z.

T
F(z,y) = vy + §x2y2 +

Ejemplo 11.129. La ecuacion diferencial %dr + re*?df = 0 admite como potencial

640

F(T, 0) = TT'.

4.3. EDOs en R lineales

Una ecuacién diferencial del primer orden se llama lineal si es de la forma
y' +a(z)y = b(x),
y es lineal y homogénea si b(x) = 0. Los coeficientes a(x) y b(x) pueden ser constantes o depender

de x.
La solucién general se expresa como

y(z) = e 4@ ( / b(z)eA @ de + C) .
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Ejemplo I1.130. La ecuacion y' + xzy = 0 admite como solucion y(x) = Ce™ 7 .
En este caso, a(x) =z, b(z) =0, lo cual da

Az) = /a(:r)dx _ /xdx _ ””22 el

Como puedo escoger una primitiva cualquiera, cojo C = 0:

La solucion general de la EDO es

y(z) = e—A® ( / b(x)eA(x)dzL‘JrC)

= (Ce z.
z2
Ejercicio I1.32. La ecuacion y' + xy = x admite como solucién general y(x) = Ce™ 2 + 1.
Ejercicio 11.33. La ecuacion y' —y = e** admite como solucion general y(z) = Ce® + €2*.

Ejercicio I1.34. El problema de Cauchy

{ y + 2y = 4x
y(0) =3

tiene como solucion y(z) = e + 2.

22
Ejercicio I1.35. La ecuacion xy’ = —2y—|—4e$2 admite como solucidon general y(x) = C%—I—QZ—Q.
Ejercicio I1.36. La ecuacion zy’' — 2y — x3e* = 0 admite como solucion general y(x) = Cx? +
v,

Ejercicio I1.37. La ecuacion y' —4y = 2x—4x? admite como solucion general y(z) = Ce** +22.

4.4. EDOs lineales homogéneas de orden 2 con coeficientes con-
stantes

Sea
Y + a1y +ay =0

una EDO lineal homogénea de orden 2. Si logramos escribir y; e yo dos soluciones linealmente
independientes (en el sentido que una no es un multiplo de la otra), entonces

y = Ciyr + Cays, C1 €R, O € R,
es la solucién general. Para calcular las soluciones, se le asocia el polinomio
Q(r) :=71*+a1r + a2

y se calculan sus raices:

—a1 = \/a% — 4aoy
5 .

Q(T) =0 = T2 =

Nos podemos encontrar en tres situaciones posibles:
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= 71 v 79 son numeros reales distintos. En ese caso, dos soluciones linealmente independientes
son

Y = el y Yo = e
y la solucién general es

y = Cre™* + Che™*.

Ejemplo I1.131. Vamos a calcular la solucion general de

y" — 16y = 0.
El polinomio asociado es
Q(r) :=1r? — 16,
cuyas raices son
r—16=0 =  r2==+4

La solucion general es, por consiguiente,

y = Che? + Cre 2.

= )\ :=r7r] = r9 son reales y coinciden. En ese caso, dos soluciones linealmente independientes

son

A A
yp = e’ y yo = xe*

y la solucién general es
y = C1e™ + Chze™.

Ejemplo I1.132. Vamos a calcular la solucion general de
y" 4+ 6y +9y = 0.

El polinomio asociado es
Q(r) =72 +6r+9,

cuyas raices son

—6++/36—36

—3.
2

2 4+6r+9=0 == T2 =
La solucion general es, por consiguiente,

y = Cre 3% 4 Chze 37,

= 11 =a+bi y ro =a— bi son nimeros complejos conjugados. En ese caso, dos soluciones
linealmente independientes son

y1 = e** cos(bx) y yo = € sin(bx)
y la solucién general es

y = C1e" cos(br) + Cae* sin(bx).
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Ejemplo I1.133. Vamos a calcular la solucion general de
y" + 2y + 5y = 0.

El polinomio asociado es
Q(r) :==r*+2r +5,

cuyas raices son

—2++/4-20
2+ 2r +5=0 = Me=—""H" = -1+

La solucion general es, por consiguiente,

y = Cre” * cos(2x) + Cre™ " sin(2x).

Vamos ahora a hacer algunos ejercicios.

Ejercicio I1.38. Calcular la solucion del problema de Cauchy

y' — 16y =0
y(0) =1
y'(0) =20

Ejercicio I1.39. Calcular la solucién general de y" — 4y’ + 4y = 0.
Ejercicio I1.40. Calcular la solucién general de y" + 9y = 0.
Ejercicio I1.41. Calcular la solucién general de y" + 6y’ = 0.
Ejercicio I1.42. Calcular la solucion del problema de Cauchy

4y’ — 4y — 3y =0
y(=2)=e
y'(=2) =5

4.5. Problemas: EDOs lineales homogéneas de orden N > 2 con
coeficientes constantes

Las EDOs de orden N > 2 se resuelven usando estrategias similares a las que se usan para las
EDOs equivalentes de orden 2.

Ejemplo 11.134. Por ejemplo, la solucion general de

CuYyos ceros son
(it :07 7'2:1, r3:_17

por lo tanto la solucion general es

y=0C1+ Coe® 4+ Cie™ ™.
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Ejemplo I1.135. Si tuviésemos que calcular la solucion general de

el polinomio asociado seria Q(r) :=r® cuyos ceros son

ry =19 =r3=0.
Las tres soluciones linealmente independientes serian
60:13 — 17 Ox 2 0z 2

y1 =1 Y =xe " =x, Yys =x"e " =1x°,

y la solucion general seria
y = C1 + Cox + Csa2°.

Ejercicio I11.43. Calcular la solucién general de y" —y" —y' +y = 0.

Ejercicio I1.44. Calcular la solucién general de y'"" + 2y" — ' — 2y = 0.

4.6. Sistemas de EDOs homogéneas de orden 1 con coeficientes

constantes
Sea
yi=ai1y1+a12y2+ - +ainyn = 0
Yy =agay1 +asoy2 + - +agpy, = 0
y;;, =0an1Y1 T an2y2 + -+ aQnplYn = 0
queremos encontrar las funciones (y1,y2,. .., yn). Podemos escribir el sistema usando las nota-
ciones con matrices:
yi ail ar2 ... G1p Y1
Z/é asi1 a2 ... G2n Y2
y;;, an,1 Qan2 ... Gnpn Yn

Paso 1. Cojamos como exemplo el problema

{ Y1 = —y2

Yo =~

Para resolver este tipo de ecuaciones, el primer paso es expresar las derivadas ¢ e y4 como Dy;
y Dya:

{ Dyi +y2 =0
Dys +y1 =0

Paso 2. El segundo paso es eliminar y; de la segunda ecuacién, o ys de la primera ecuacién.
Para hacer esto, podemos pensar, por ahora, que el operador diferencial D es como si fuera
un ndmero. Entonces, “multiplicamos” por D la segunda ecuacién (en realidad lo que estamos
haciendo es derivarla):

Dy +y2 =0
D%y, + Dy; =0
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y ahora podemos, tal y como se hace con los sistemas lineales, eliminar la variable y; cogiendo,
por ejemplo, la segunda linea menos la primera: Dy; + D%y = 0 menos Dy; + yo = 0 me da
D?yy — 12 = 0, entonces el sistema se puede reescribir como

{ Dy +y2 =0
D2y —y2 =0

Paso 3. Hemos logrado escribir una EDO de orden 2 lineal a coeficientes constantes
Dy —yp =0
lo cual en realidad significa, con otras notaciones
Yy —y2 =0.

Esta la sabemos resolver: se le asocia el polinomio Q(r) = r%2—1, cuyas raices son £1; la solucién
general es
ya(x) = Cre® + Cae™ ™.

Paso 4. Hemos expresado ya(x), nos queda por expresar yi(x): desde y1 + y5 = 0 obtengo que
y1 + Cre® — Cre™* = 0.
Paso 5. Por fin, podemos escribir el resultado:
y1(x) = —C1e” + Care™ ", ya(x) = Cre® + Cae™*.
Ejercicio I1.45. Calcular la solucion general de

{ Y1 = 2y1 + 4y
Yo = Y1 + 2u2

Ejercicio I1.46. Calcular la solucion general de

{ Yi = 2y1 — Yo
vh =11 + 8y

Ejercicio 11.47. Calcular la solucion general de

YL =11 — 2y0
yh = y1 + 3y2

4.7. Resumen

Una EDO de orden n se escribe, en general,
F(x,y,y, 9", ... ,y(")) =0.
Una solucion y(x) es una funcién tal que, para todo z, tengamos
F (2.y(@).y/(@).y"@),....y" (@) = 0.

La forma normal de una ecuacion diferencial prevé que la derivada de orden maximo sea ex-
presada en funcién de las derivadas de orden més bajo:

Y™ =G (x vy 7@/(n_1)) '
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De lo contrario, la ecuacion diferencial estd dada en forma implicita.

El orden de la EDO es la derivada de orden mas alto que aparece.

La solucién general de una EDO tiene tantas constantes arbitrarias como el order de la EDO:
para despejarlas se necesitan, por lo tanto, tantas condiciones como el orden de la EDO. Un
problema de Cauchy es una ecuacion diferencial ordinaria de orden n con n condiciones de
Cauchy:

( F(x7 y’ y/7 y//7' "7y(n)) = 0

y(xo) = yo
Yy (z0) = y1

y"(x0) = y2

\ y(n_l)(xO) = Yn—1

4.8. EDOs de variables separables
Separar variables significa poder escribir la EDO como
P(z)dz + Q(y)dy = 0.

Esta forma es deseable porque se integra directamente:

[ P+ [y =c.

siendo [ P(z)dz una primitiva de P(z), [ Q(z)dz una primitiva de Q(z) y C una constante
arbitraria.

1. Calcular la solucién general de 3/ = xy?. Respuesta: y = —ﬁm.

2. Calcular la solucién general de yy' = 1. Respuesta: y = —/2(z + C).

. (z4+C)?
.

3. Calcular la solucién general de 3’ = ,/y. Respuesta: y =

4. Calcular la solucién general de y' = 2z4/1 — 32. Respuesta: y = sin(2? + O).
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2. Determinare le soluzioni dell’equazione differenziale

con le condizioni iniziali

(soluzioni: y(z) =0, y(z) = 2(2? — 1), y(z) = —3(2* — 1)).

3. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ = (1+1y?)logx
y(1)=0

(soluzione: y(z) = tan(zlogz — z + 1)).

4. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

y/ — Iy2
y(0) =5.

5. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

Yy =eYlogx
y(1) =0.

6. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

yI:1+y2
y(0) =0.

7. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

y(0) =1.

8. Calcolare le soluzioni del problema di Cauchy
Y + 322" =0
con le condizioni iniziali y(1) =0 e y(1) = 1.

4
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9. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

zy = tany
y(1) =m/4

(soluzione: y(x) = arcsin(z/v/2); NB: per |z < v/2).

10. Calcolare la soluzione del problema di Cauchy

¥ =5
y(0) =0.

o

8
|
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ECUACIONES DIFERENCIALES
ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

Resolver las ecuaciones siguientes:

(1)

y' =22y -1

(2)

y' =yt —2y—2  y0)=2

(3)

dT
s k(T —T1), T(0) = To; k, To, Ty constantes

(4)

Py =1 — 22+ 4 — 2%

(5)

(z? + 1)y tany = =
(6)
wy' —y = 2%y
(7)
dy (-1 -2y+3)
dr  (x—1)(y—2)(z+3)

(8) f
dfy_senw—&—ezysenl'. (E) 0
dz ~— 3e¥+evcos2z I\2) =

9)

1,36212-%—33/2 dzr — y36—w2—2y2 dy =0
(10)
dy — y+1
dr T+ /Ty

canek.uam.mx: 21/ 4/ 2003.
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2 ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

Respuestas
(1)
y'=2zyy—1
d
d—i/ =2z(y — 1)% =

(y—1)"2dy = 2z da

/(y—l)’%dy:2/xdx

2(y — 1)% =2l 4c , ¢ constante

Elevando al cuadrado

Ay—1) = (@ + o

y=1+-(2>+¢)

Yy =ay+a-2y-2  y(0)=2

Z—sz(y%—l)—?(y—l—l)
=y+1)(z-2)

dy N

ﬁ—(x 2)dr =

%:/(zfQ)dzé

1
In(y +1) = 5(3: —2)2 +¢ ¢ constante
Considerando la condicién inicial y(0) = 2

1
1n3:§(—2)2+c:>c:ln3—2

Por lo que

In(y +1) = %($—2)2+ln3—2
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ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

De donde

y+1= e3(@=2)*+n3-2
_ 65(172)261“3672
Y= 32 D% 2 _ | =
y = e3(@=2?-2 _ 4

T
T k(T —T1), T(0) = To; k, To, 11 constantes

aT
T-T

dT
[755 = [ra

In(T'—Ty) =kt+ a1

=kdt =

T — T, = ektte
= eftett = ekt con ¢ = e
T =T + ce

Considerando la condicién inicial T(0) = Tg
T0:T1+CCOZ>C:T0—T1
Por lo tanto

T(t) =T, + (Ty — Ty)e

x2y’ - yz o 1‘2y2
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ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

d
2= (- + (1 - a?)
dy
2 2 2
— =(1- 1
7y = 1= +y7)
d 1—a?
J__ L
1+y2 x2
dy -2
54 = [(z"=1)dx
1 —1-22+cz
arctany = —-——-—-r+c= —m— =
x x
(—$2 +cx — 1)
y=tan | ———
x
(5)
(2 + 1y tany = =
d,
(2% + 1)d—ztany =z =
; J xdx
anydy = ———
A A
/seny / rdr
dy = 5
cosy 241
1
—In(cosy) = 3 In(z? 4+ 1) 4+ ¢ ¢; constante.
In(cosy) ™! = In(2? + 1)2 + ¢,
(cosy)™h = @ +1) e
— eln(z2+1)%ecl
= c(2* + 1)% =
cosy
secy =cvVar?l+1=
y = arcsen(cva? + 1)
(6)

vy’ —y =227y
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ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

d
+ Y 202y +y = (222 + 1)y
dx
d 222 +1
w_ + dr =
Yy x
d 1
—y:/(2x+—) dr =
Yy x
Iny=2>+Inz+c¢ ¢ constante =
Y= ezz+lnm+cl
=" Tl pero € = ¢ constante =
Y= ¢ re =
Y= cxe”
(7)
dy  (y=1(z-2)(y+3)
dr (x—1)(y—2)(z+3)
y—2 T —2
dy = dx
(y =Dy +3) (z—1)(z+3)

y—2 _ r—2 .
/<y—1><y+3>dy*/<x—1><a:+3>d

Integrando mediante fracciones parciales

1/dy+5 dy 1/dl’+§/dl‘
4 ) y—1 4 y+3 4 ) -1 4) z+3

Multiplicando por 4, e integrando

—In(y—1)+5In(y+3)=—In(zr —1) +5In(z+3) + ¢
In(y +3)° —In(y — 1) =In(z +3)° = In(z — 1) + Inc

I{y+$j c(z +3)°
z—1
(y+3)°  c(x+3)°
y—1  z-1

(y+3Px—1)=clz+3)°y—1)
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ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

dy senz+e*senx ™
dz  3eY+ e¥cos2z y(§>70
dy  (senz)(1+e*)
dr — ev(3+ cos2x)
eY dy = senx N
1+ e 3 + cos 2z

/ evYdy / sen x J
= x
1+ e 3+ cos2x

1
Pero cos® x = 5(1 + cos2x) =

eddy sen x dx
/1+(ey)2_/3+2c0s2:r—1

B sen z dx
_/2+2<:os2xé

arctan ¢ — & / _senzdr
2 ) 14 (cosx)?

1
arctan e’ = 3 arctan(cosz) + ¢

Considerando la condicién inicial y (g) =0

1 s
arctan e’ = 5 arctan (cos 5) +c

1 s
arctan 1 = 3 arctan0+c = c= 1

Por lo tanto, la solucién buscada es

1
arctan e’ = B arctan(cos x) + %

Es decir

™
2arctan e — arctan(cosz) — 5= 0

, 29,2 9 .2 9,2
ZL‘5621 +3y d:r—yde x°—2y dy:U
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ECUACIONES DE VARIABLES SEPARABLES E100

. 2 2 2 .2 o2
23X dr =yPe e W dy

2 2 92 9,2
3P e dy = PV e dy =

/x26312 rdr — /y26—5g/2 'yd'y

Integrando por partes a ambas integrales

1 1 ; 1 221 5o
69026?“2 - —/6312 zdr = ——yge_"yz + = /e_"y2 ydy

3 10 5
1 2 3z2 1 3z2 1 .2 —5y2 1 —5y’
6 8° T 10 5° T
Multiplicando por 450
(752% — 25)€* + (459 — 9)e™" = ¢
(10)
dy _ _y+l
dr ~ z+ VY
dy __ y+l
dr o+ Ty
oyt
Va(l+y)
1 d
+ \/ydy _dx
y+1 NG

Resolviendo la primera integral mediante el cambio de variable |/y = ¢ se obtiene

2y +In(y + 1) — 2arctan \/y = 2z + ¢
2(vy — V) +In(y + 1) — 2arctan /y = ¢

235




ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

(d) z =y (z) [} sin(t?)dt de y = zy’ + y?sin(?).
(e) arctan £ — log (c\/gg2 + yQ) =0dez+y—(z—y)y =0.

2. Demostrar que los siguientes problemas de condiciones iniciales tienen solucién tnica.

(a) { Y=t { y=ater { Y = zlog(zy)

y(0) =3 y(0) =0 y(1) =2
3. Resolver las siguientes ecuaciones de variables separables:

(a) 3e®tany + ¢/ (2 — e%)sec?y =0 (b) (14 e®)yy’ = €% y(0) =1
(e ¥(1+y)=1 (d) ¢ sinz = ylogy; y(r/2) = e
(e) y' = cos(z +y) (f) y = et

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

(a) ¥ + 2zy = 2ze ™™ (b) i —y = 2xe™+*
(c) ¥ +ycosz =sinzcosz; y(0) =1 (d) v +2y =22+ 2z;y(3) =0
(0) (a? — )y + 22y = (£) (e — 1)y +y = 220 — 1)

(g) ¥ — 2xy = cosz — 2xsinzx y tal que y es una funcién acotada cuando x — +oo.
—sinx

(h) y/sinx —ycosz = e y — 0 cuando x — +o00.

5. Resolver las siguientes ecuaciones exactas o buscando un apropiado factor integrante:

(a) sin(zy) + zy cos(zy) + 22 cos(zy)y’ =0 (b) z +y* — 2yzy’ =0
c)rt+y—ay =0 d) 2zylogy + (22 + 3 /y2 + 1)y =0

2 2 2 2
Ty _ Tty f)1— 22y +2%(y—2)y =0
ny .’EyQ

(

(
g)3r+2y+y*+ (22 + 22y + 57y =0 (h) 2’ + 2 + (2%y + 7)) =
i) 2zy +y° + (2% + 3zy*)y’ = 0 (3) 2 + 22y + (yo + 22%)y' =

(
(e) 2z +
(
(

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado « si se cumple que f(tz,ty) = t*f(z,y).
Probar que las siguientes funciones son homogéneas.

(@) flz,y) =2>+y> —xzy (b) flz,y) =x+y (c) f(z,y) =2+ 2zy* + 2¢°

7. Ecuaciones homogéneas. Una ecuacién diferencial se dice homogénea si es de la forma
Yy = f(z,y)/g9(z,y) donde f(x,y) v g(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Toda
ecuacién homogénea puede reducirse a una ecuacién de variables separables introduciendo la
nueva variable dependiente v = y/x. Utilizando este hecho resolver las siguientes ecuaciones
homogéneas:

2zy

@ V=g Oo=V@=y+y (@26 9) =yl + 27

(d) 4o =3y +y'(2y = 32) =0 (e) 42® —zy +y* =y (zy — 2> — 4y?)

14
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EDOs en R homogéneas

La EDO
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

se llama homogénea si P(z,y) y Q(z,y) son funciones homogéneas y del mismo grado. Eso
significa que, para algin § > 0

Plaz,ay) = a’P(z,y) vy Qlax,ay) = a’Q(z,y).

Para resolverla, se sustituye
y(@) = u(z)z,

lo cual lleva a una ecuacion a variables separadas, que ya sabemos resolver.
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EDO Esercizi 17

se quindi chiamiamo ¢(¢) una primitiva della funzione 1/(f(t) — t), abbiamo

¢(t) =log|z| + C
ovvero, cambiando nome alle costanti,
(1.8) e?® = x|
che ¢ I'integrale generale della (1.7). Si osservi che la costante C' deve essere positiva. Tornando
indietro con la sostituzione della (1.6) nella (1.8) otteniamo

ebW/z) — Clx|

che ¢ 'integrale generale dell’equazione omogenea da cui siamo partiti. Si osservi che l'integrale
generale che abbiamo ottenuto € una linea nel piano IN FORMA IMPLICITA.

In definitiva, l'integrale generale dell’equazione omogenea & noto nel momento in cui si
conosca la funzione ¢(t), ovvero
1
o(t) = / ———dt.
f)—t

Concludiamo questa breve presentazione ricordando che ovviamente il problema di Cauchy
deve essere assegnato in punti dove 1’equazione differenziale non perda di significato, quindi nel
caso di equazioni omogenee, certamente almeno con z # 0.

Esercizi.
Esercizio 1 Trovare l'integrale generale dell’equazione omogenea 3y’ = 1 + ¥
x
. . ) , . , dy—4x
Esercizio 2 Trovare 'integrale generale dell’equazione omogenea y' = —.
y—x
Esercizio 3 Trovare l'integrale generale dell’equazione omogenea 3’ = 5 er .
T4y
—x
Esercizio 4 Trovare l'integrale generale dell’equazione omogenea 3’ = 2? T
rTy

Esercizio 5 Trovare l'integrale generale dell’equazione omogenea 3’ = J + 2tan Ly
x x

Soluzioni.
Soluzione 1 L’equazione perde di significato se x = 0. Seguendo la traccia descritta poco sopra,
sostituiamo ¢ = y/x. Risulta
f)y =1+t

¢m:/ﬂ$3ﬁ:/ﬁ:t

(non aggiungiamo nessuna costante, infatti viene richiesto di trovare UNA primitiva
dell’integranda). L’integrale generale & allora

) — C|z|
e = Clzf
VT = Clal.

Per esercizio, il lettore diligente dovra tradurre I'equazione (IMPLICITA) trovata in forma
ESPLICITA (esplicitare la variabile dipendente y rispetto alla variabile indipendente x) e
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1.2.

1) Calcula la solucién general de las siguientes ecuaciones homogéneas.
En el caso de dar condiciones iniciales calcula la solucién particular y su

intervalo maximal de definicién

Ve % _
2. % _
). %

T % _
5)oo %

6)eeeeenin. % _
7)o Zi -
&) ;LZ _

2y% — 22

Ty

3zy + 297
—

T

Problemas de ecuaciones homogéneas

~ay — 3(2® +y?) arctan(y /)

72

ysen(y/z) + x
xsen(y/x)

x
3r + 2y

X

VaZ+

_ y+2zexp(—y/z)

;oY) =2

2) Calcula la
homogéneas.

1) dy _vtytd
""" dv  z—y—6
3) dy x+y+4
..... e

dy
2)..... o
0. dy

de

solucion general de las siguientes ecuaciones reducibles a

_zty—1
w4y +2
2z +3y—1
4z + 6y
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

(d) z =y (z) [} sin(t?)dt de y = zy’ + y?sin(?).
(e) arctan £ — log (c\/gg2 + yQ) =0dez+y—(z—y)y =0.

2. Demostrar que los siguientes problemas de condiciones iniciales tienen solucién tnica.

(a) { Y=t { y=ater { Y = zlog(zy)

y(0) =3 y(0) =0 y(1) =2
3. Resolver las siguientes ecuaciones de variables separables:

(a) 3e®tany + ¢/ (2 — e%)sec?y =0 (b) (14 e®)yy’ = €% y(0) =1
(e ¥(1+y)=1 (d) ¢ sinz = ylogy; y(r/2) = e
(e) y' = cos(z +y) (f) y = et

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

(a) ¥ + 2zy = 2ze ™™ (b) i —y = 2xe™+*
(c) ¥ +ycosz =sinzcosz; y(0) =1 (d) v +2y =22+ 2z;y(3) =0
(0) (a? — )y + 22y = (£) (e — 1)y +y = 220 — 1)

(g) ¥ — 2xy = cosz — 2xsinzx y tal que y es una funcién acotada cuando x — +oo.
—sinx

(h) y/sinx —ycosz = e y — 0 cuando x — +o00.

5. Resolver las siguientes ecuaciones exactas o buscando un apropiado factor integrante:

(a) sin(zy) + zy cos(zy) + 22 cos(zy)y’ =0 (b) z +y* — 2yzy’ =0
c)rt+y—ay =0 d) 2zylogy + (22 + 3 /y2 + 1)y =0

2 2 2 2
Ty _ Tty f)1— 22y +2%(y—2)y =0
ny .’EyQ

(

(
g)3r+2y+y*+ (22 + 22y + 57y =0 (h) 2’ + 2 + (2%y + 7)) =
i) 2zy +y° + (2% + 3zy*)y’ = 0 (3) 2 + 22y + (yo + 22%)y' =

(
(e) 2z +
(
(

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado « si se cumple que f(tz,ty) = t*f(z,y).
Probar que las siguientes funciones son homogéneas.

(@) flz,y) =2>+y> —xzy (b) flz,y) =x+y (c) f(z,y) =2+ 2zy* + 2¢°

7. Ecuaciones homogéneas. Una ecuacién diferencial se dice homogénea si es de la forma
Yy = f(z,y)/g9(z,y) donde f(x,y) v g(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Toda
ecuacién homogénea puede reducirse a una ecuacién de variables separables introduciendo la
nueva variable dependiente v = y/x. Utilizando este hecho resolver las siguientes ecuaciones
homogéneas:

2zy

@ V=g Oo=V@=y+y (@26 9) =yl + 27

(d) 4o =3y +y'(2y = 32) =0 (e) 42® —zy +y* =y (zy — 2> — 4y?)

14
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EDOs en R exactas

La EDO
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

se dice exacta si

OP(z,y) _ 0Q(x,y)
oy oz

En ese caso se puede encontrar un potencial F tal que

OF (z,y)

OF (z,y)
ox

= P(z,y), By

La solucién general de la EDO es dada por F(z,y) = C.
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Jd :
12). 0, x“ﬁ +(2-32%)y =2

13) i, ylnyde+ (z —Iny)dy =0

d
14). . % +cotxy =5 e
15). i dr + (2r cot 0 + sen(20)) dd = 0
16)...coeee... y(1+y?) do = 2(1 — 2zy?) dy
7). (1+seny) dr = [2ycosy — z(secy + tany)] dy

1.4. FEcuaciones diferenciales exactas

1) Escribe cada una de las siguientes ecuaciones en la forma P(z,y)dx +
Q(z,y)dy = 0, comprueba su exactitud y resuelve aquellas que sean exactas.

1) dy _ vy
........... Q2 iy
2 2ayy = — 2
dy x
3) i — = .
) dr x+vy
). dy _ T yeoss
dx senx + y
D), (ye™® —senzx)dz — (e”* + 2y)dy = 0.
(6) P <x2 + E) dz + (log x + 2y)dy = 0.
x
7 dy _yly—e”)
........... & et 20y
&)t (2° + 2)dy + 22y + 1+ 2cosz)dz = 0.
9)iinnt. (xy/2?2 + y? — y)dz + (yy/2® + y?> — x)dy = 0.
10)...ooi (42%y + 1/2)dz + (32'y* — 1/y)dy = 0.
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ECUACIONES DIFERECIALES EXACTAS

Se dice que una ecuacion diferencial M (x,y)dx+ N(x,y)dy =0 es exacta si

se verifica que:

9 d
~ M(x.y) =— N(x.
& (x.») 0 (x.»)

Para resolver este tipo de ecuaciones se procede de la siguiente manera:

7]

1. Se integra M(x,y) con respecto a “x’ (cuando se integra con

“ym “y

respecto a “x”, entonces “y” es constante) se reemplaza la constante de

“y

integracion por una funcion de “y” (G(y)).
f6y) = [M(x,y)dy = £(x,)+G(y)

2. Se deriva la funcion f(x,y) + G (y) con respecto a “y”, se iguala con N

(% y)

Q. 9 )
?yf (xy)+ @ G(y)= dny (x.»)

Al despejar

d
ij(y)

Resulta:
0

=9 _9
@ G(y) = & N(x.y) & Jf(xy)

25
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3. Se integra ambos lados de la ecuacion anterior con respecto a “y” ,

para obtener el valorde G (y) y se sustituye este resultado en el paso "1".

El ejercicio también puede resolverse comenzando el proceso de

integracion en el paso " 1 " con respecto a "x".
Ejemplo 1:
(x* + y* +2x)dx + 2xydy =0
M(x,y)=x*+y® +2x

N(x,y) =2xy

Es una ecuacion diferencial exacta ya que:

0 0
M(X,Y):z)’ 7N(xay):2y
dy dx
Luego
0 0
—M(x,y) = —N(x,
o (x,¥) o (x,»)

Se procede a seguir los pasos de "1" a "3".

1. Se integra M (x,y) con respectoa “x”
f(x,y) = JM(x,y)dx = I(xz +y? +2x)dx = szdx +yzjdx + 2jxdx

3 2

X 2x
S(x,p) :?"'xyz "'T"'G()’)

26
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2. Se deriva con respecto a "y"

0 0
— f(x,))=2y+—G
& S(x,y) =2xy & »
Seigualaa N(x,y)
0 0
7 s = 7N >
o S (x,») & (x,»)
0
2xy+—G(y) =2xy
dy
Despejando se obtiene:

iG(y) =2xy—2xy

dy
0
—G(») =0
& »
3. Se integra el resultado anterior con respecto a “y” para obtener:

0
[-=G(») =[ody - G(y)=C
dy
Se sustituye G(y) en " 1" obteniéndose

3

Fep) =4yt +xP 40 =0

27
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Ejemplo 2:

2 2 _ A2
%dx+y 43x dy=0
y Y

2 —3x? 2 3x?
M= Ny =i =i

Y

o :2xiy‘3 =2x(-3y7") :—6%
dy ly
a—NZi%—%EXZZO—%bc:—if
dx dxy” y"dx y y

Es una ecuacion diferencial exacta ya que

9 d
—~ M(x,y) = — N(x,
o (x,7) e (x, )

1. Integrar con respecto a "y

f() = [NCxy)dy

1 3x?

S(xp) = I(yz_f

Fey) =+ 4G
y y

2. Derivando F ( x, y) con respecto a "x" se tiene:

0 o 1 10 , 0
— Yy)=—| ——|[t—=—x"+—G
dxf(x Y) dx( yj ¥ dxx dx )

28
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0 2x 0
2 =0+2+%¢
I S(x,») e (x)

Igualando dif(x,y) con M(x,y) se tiene
X

2x 0

2x
72+EG(X) :?

Despejando

0 2x 2x
G =—-—
dx y oy

9

G =0

3. Integrando el resultado anterior con respecto a "x" se obtiene:

0 _
jG(x)E-j()dxw
G(x)=0+C

Sustituyendo el resultado obtenido en " * " se tiene:

2

S =-t+ec=0
Y.y

6 en su forma equivalente

2

. 1 x
fxy)=——+—==C
y oy

29
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fle,y)=x’=-y*=yC

30
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1.2 Ecuaciones exactas y reducibles a exactas.
1.(2x —1)dz + 3y +1)dy =0

M(z,y) =2z — 1;N(z,y) =3y +1
Comprobamos que la ecuacion sea exacta, esto es si secumple la condicion

oM _ 9N
9y ~— Oz
OM _ . ON _
oy _0701_0

son iguales, por lo tanto la ecuacion es exacta.
Ahora tomamos una funcion f,(z,y) = M(z,y)
fa(z,y) =20 -1
integramos respecto a x, y la constante de integracion sera una funcion g(y)
J 5 =2[wdz— [dz+g(y)
f@y)=2"—z+g().. (1)

<

Esta funcion la derivamos con respecto de y.
9
5 =9

Q|
<

igualamos con N(x,y)
9'(y) =3y +1

integramos respecto a y
[9'w)=3[ydy+ [dy+c

9) =3y +y+ec
sustituimos la funcion en (1).
-+ 3yt +y=c

esta es una solucion en forma implicita de la ecuacion.

2.
(seny — ysenx)dz + (cosx + xcosy — y)dy = 0

M(z,y) = seny — ysenz; N(z,y) = cosx + xcosy —y

oM _ cosy — senx

dy

AN _ _

Gz = —senx + cosy
7
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%1;1 = %—Jj por lo tanto es una ecuacion exacta.

tomamos f(z,y) = seny — ysenz
integramos con respecto a x
[ fo(z,y)dz = [(seny — ysenz)dz
f(z,y) = xseny — y(—cosx) + g(y)...(1)

derivamos esta ecuacion respecto a y, e igualamos con N(x,y)

fy(@,y) = cosx + xcosy + ¢’ (y) = cosx + xcosy —y

9'y) =y
integramos respecto de y
[d' (W)=~ [ydy+c
9(y) = —3y° +c
sustituimos en (1)
f(z,y) = zseny + ycosz — 142

nos queda la solucion implicita.

. 1.9 _
rseny + ycosr — 3Y° =c¢

(3x2y + e¥)dx = —(2° 4 xe? — 2y)dy
M(z,y) = 32%y + e¥; N(x,y) = 23 + ze¥ — 2y
M,y (z,y) = 322 + ¢¥
Ny (2,y) = 322 + e

My(x,y) = N,(x,y) entonces es una ecuacion diferencial exacta.
Integramos f;(z,y) con respecto de x, y obtenemos una funcion g(y) de
constante de integracion.

f(z,y) = [(B2*y + e¥)dx
fa,y) = 2%y + ze? + g(y)... (1)
Derivamos con respecto de y (1) e igualamos con N(x,y)
fy(z,y) = 2%+ ze¥ + ¢'(y) = 23 + ze? — 2y

g'(y) = =2y
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Integramos respecto de y
9(y) = =2 [ydy +c
9(y) =—y*+c
sustituimos en (1)

23y 4 ze¥ — y? = c... solucion implicita.

(6zy — 2y?)dx + (322 — 4xy)dy = 0
My(z,y) = 62 — 4y, Ny(z,y) = 6z — 4y

la ecuacion es exacta.
integramos f(z,y) respecto a x.

fla.y) = [(6zy — 2y*)dx
flzy) = 32y — 22y° + g(y)...(1)
derivamos respcto de y
fy(@,y) = 32° — dwy + g/(y)
igualamos con N(x,y)
322 — dxy + g/(y) = 322 — dzy —g/(y) =0
integramos respecto de y
9ly) =c
sutituimos en la ecuacion (1)

322y — 2xy? = ¢

(2y — 2zy® + 4z + 6)dx + (22 — 32%y? — 1)dy =0
con la condicion y(—1) =0
M, =2 —6zy? = Nx

Una vez comprobada que sea exacta.
integramos fy(x,y) respecto a x

flz,y) = [(2y — 2293 + 42 + 6)dz

f(z,y) = 2vy — 322y + 222 + 62 + g(v)...(1)
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derivamos respecto a y:
fo(@.y) = 2z = 32°y* + g/(y)
igualamo con N(z,y)
2z — 322y + gi(y) = 27 — 32%y? — 1—gi(y) = -1

integramos:

9(y) =—-y+c
sustituimos en (1)

22y — 2%y 4 222 + 62 — y = c... solucion implicita.
para y(—1) =0
2(-1)2+6(-1) =c
c=—4

entonces la solucion particular al caso y(-1)=0 es:

20y — 2%y> + 222 + 6 —y = —4

(—zysinz 4 2y cos z)dz + 2x cos zdy = 0;

Use el factor integrante u(z,y) = zy
My(x,y) = —xsinxz + 2cosx
Ny(z,y) = —2xsinz + 2cosz
Ny # M,

la ecuacion es no exacta, en este ejemplo se nos dio el factor integrante, por
lo tanto procedemos a multiplicar toda la ecuacion por el factor integrante.

zy(—zysinx + 2y cos x)dz + zy(2x cos x)dy = 0
(—22y?sinx + 2xy? cosr)dx + (222y cosx)dy = 0
comprobamos que esta ecuacion sea exacta.
M,y (z,y) = —2yz’sinz + 4zy cos x
Nx(z,y) = dvycosx — 2z%ysinz

My = Nx por lo tanto esta ecuacion es exacta y la resolvemos como tal.

10
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

(d) z =y (z) [} sin(t?)dt de y = zy’ + y?sin(?).
(e) arctan £ — log (c\/gg2 + yQ) =0dez+y—(z—y)y =0.

2. Demostrar que los siguientes problemas de condiciones iniciales tienen solucién tnica.

(a) { Y=t { y=ater { Y = zlog(zy)

y(0) =3 y(0) =0 y(1) =2
3. Resolver las siguientes ecuaciones de variables separables:

(a) 3e®tany + ¢/ (2 — e%)sec?y =0 (b) (14 e®)yy’ = €% y(0) =1
(e ¥(1+y)=1 (d) ¢ sinz = ylogy; y(r/2) = e
(e) y' = cos(z +y) (f) y = et

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

(a) ¥ + 2zy = 2ze ™™ (b) i —y = 2xe™+*
(c) ¥ +ycosz =sinzcosz; y(0) =1 (d) v +2y =22+ 2z;y(3) =0
(0) (a? — )y + 22y = (£) (e — 1)y +y = 220 — 1)

(g) ¥ — 2xy = cosz — 2xsinzx y tal que y es una funcién acotada cuando x — +oo.
—sinx

(h) y/sinx —ycosz = e y — 0 cuando x — +o00.

5. Resolver las siguientes ecuaciones exactas o buscando un apropiado factor integrante:

(a) sin(zy) + zy cos(zy) + 22 cos(zy)y’ =0 (b) z +y* — 2yzy’ =0
c)rt+y—ay =0 d) 2zylogy + (22 + 3 /y2 + 1)y =0

2 2 2 2
Ty _ Tty f)1— 22y +2%(y—2)y =0
ny .’EyQ

(

(
g)3r+2y+y*+ (22 + 22y + 57y =0 (h) 2’ + 2 + (2%y + 7)) =
i) 2zy +y° + (2% + 3zy*)y’ = 0 (3) 2 + 22y + (yo + 22%)y' =

(
(e) 2z +
(
(

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado « si se cumple que f(tz,ty) = t*f(z,y).
Probar que las siguientes funciones son homogéneas.

(@) flz,y) =2>+y> —xzy (b) flz,y) =x+y (c) f(z,y) =2+ 2zy* + 2¢°

7. Ecuaciones homogéneas. Una ecuacién diferencial se dice homogénea si es de la forma
Yy = f(z,y)/g9(z,y) donde f(x,y) v g(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Toda
ecuacién homogénea puede reducirse a una ecuacién de variables separables introduciendo la
nueva variable dependiente v = y/x. Utilizando este hecho resolver las siguientes ecuaciones
homogéneas:

2zy

@ V=g Oo=V@=y+y (@26 9) =yl + 27

(d) 4o =3y +y'(2y = 32) =0 (e) 42® —zy +y* =y (zy — 2> — 4y?)

14
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4.9. EDOs en R lineales

Una ecuacién diferencial del primer orden se llama lineal si es de la forma

y' +a(z)y = b(z),

y es lineal y homogénea si b(x) = 0. Los coeficientes a(x) y b(x) pueden ser constantes o depender
de x.
La solucién general se expresa como

y(z) = e 4@ ( / b(z)eA @ dz + 0) .

22

Ejemplo 11.136. La ecuacion y' + xy = 0 admite como solucion y(x) = Ce™ 7 .
En este caso, a(x) =z, b(z) =0, lo cual da

La solucion general de la EDO es

y(z) = A ( / b(:c)eA(””)da:+C)

1,2
— T (/o - eA(x)dx—FC)

2

= (Ce 7.

254



3) Haciendo un cambio y — u del tipo u = y/x™ con exponente n ade-
cuado calcula la solucion general de las siguientes ecuaciones

dyil—:vy2 dyiy—ny

de 222y de x4+ a2y’

dy 24 3xy? dy  1—2xy— 22y — 22%y* — 3z'y?
de — Adx?y do 22(1 + z)(1 + ya?)

1.3. Ecuaciones lineales

1) Describe el conjunto de soluciones de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales lineales

dy 1
i) = =
) dx (w_l)y—&-x
)i e (log z)y = log x <2 + (log J)2>
dz T
dy
........... — 42y =
3) xd:z:+ y=3
)i Y =2y+a2+5
dy ;
15) P 1+e")—=+e"y=0
) 1+ g ey
o dy
6) s 1—a%) == =327
) (1-a%) W g2y
d
)i (TZ + cot(z)y = 2cosz
d .
8) i z—y+4y::rd—x
dx
9)inn. (1 —cosz) dy+ (2y senz — tanz) de =0
111) P ydr+ (zy+2rx—ye¥)dy=0
, dy _ .3 2
1) (x—l)d—+(£+1)y7:17 +32° — 2z
x
6
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Jd :
12). 0, x“ﬁ +(2-32%)y =2

13) i, ylnyde+ (z —Iny)dy =0

d
14). . % +cotxy =5 e
15). i dr + (2r cot 0 + sen(20)) dd = 0
16)...coeee... y(1+y?) do = 2(1 — 2zy?) dy
7). (1+seny) dr = [2ycosy — z(secy + tany)] dy

1.4. FEcuaciones diferenciales exactas

1) Escribe cada una de las siguientes ecuaciones en la forma P(z,y)dx +
Q(z,y)dy = 0, comprueba su exactitud y resuelve aquellas que sean exactas.

1) dy _ vy
........... Q2 iy
2 2ayy = — 2
dy x
3) i — = .
) dr x+vy
). dy _ T yeoss
dx senx + y
D), (ye™® —senzx)dz — (e”* + 2y)dy = 0.
(6) P <x2 + E) dz + (log x + 2y)dy = 0.
x
7 dy _yly—e”)
........... & et 20y
&)t (2° + 2)dy + 22y + 1+ 2cosz)dz = 0.
9)iinnt. (xy/2?2 + y? — y)dz + (yy/2® + y?> — x)dy = 0.
10)...ooi (42%y + 1/2)dz + (32'y* — 1/y)dy = 0.
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ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN UNO

(d) z =y (z) [} sin(t?)dt de y = zy’ + y?sin(?).
(e) arctan £ — log (c\/gg2 + yQ) =0dez+y—(z—y)y =0.

2. Demostrar que los siguientes problemas de condiciones iniciales tienen solucién tnica.

(a) { Y=t { y=ater { Y = zlog(zy)

y(0) =3 y(0) =0 y(1) =2
3. Resolver las siguientes ecuaciones de variables separables:

(a) 3e®tany + ¢/ (2 — e%)sec?y =0 (b) (14 e®)yy’ = €% y(0) =1
(e ¥(1+y)=1 (d) ¢ sinz = ylogy; y(r/2) = e
(e) y' = cos(z +y) (f) y = et

4. Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

(a) ¥ + 2zy = 2ze ™™ (b) i —y = 2xe™+*
(c) ¥ +ycosz =sinzcosz; y(0) =1 (d) v +2y =22+ 2z;y(3) =0
(0) (a? — )y + 22y = (£) (e — 1)y +y = 220 — 1)

(g) ¥ — 2xy = cosz — 2xsinzx y tal que y es una funcién acotada cuando x — +oo.
—sinx

(h) y/sinx —ycosz = e y — 0 cuando x — +o00.

5. Resolver las siguientes ecuaciones exactas o buscando un apropiado factor integrante:

(a) sin(zy) + zy cos(zy) + 22 cos(zy)y’ =0 (b) z +y* — 2yzy’ =0
c)rt+y—ay =0 d) 2zylogy + (22 + 3 /y2 + 1)y =0

2 2 2 2
Ty _ Tty f)1— 22y +2%(y—2)y =0
ny .’EyQ

(

(
g)3r+2y+y*+ (22 + 22y + 57y =0 (h) 2’ + 2 + (2%y + 7)) =
i) 2zy +y° + (2% + 3zy*)y’ = 0 (3) 2 + 22y + (yo + 22%)y' =

(
(e) 2z +
(
(

6. Una funcién f(z,y) se dice homogénea de grado « si se cumple que f(tz,ty) = t*f(z,y).
Probar que las siguientes funciones son homogéneas.

(@) flz,y) =2>+y> —xzy (b) flz,y) =x+y (c) f(z,y) =2+ 2zy* + 2¢°

7. Ecuaciones homogéneas. Una ecuacién diferencial se dice homogénea si es de la forma
Yy = f(z,y)/g9(z,y) donde f(x,y) v g(z,y) son funciones homogéneas del mismo grado. Toda
ecuacién homogénea puede reducirse a una ecuacién de variables separables introduciendo la
nueva variable dependiente v = y/x. Utilizando este hecho resolver las siguientes ecuaciones
homogéneas:

2zy

@ V=g Oo=V@=y+y (@26 9) =yl + 27

(d) 4o =3y +y'(2y = 32) =0 (e) 42® —zy +y* =y (zy — 2> — 4y?)

14
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4.10. EDOs lineales homogéneas de orden 2 con coeficientes
constantes

Sea
y” + aly' +agy =0

una EDO lineal homogénea de orden 2. Si logramos escribir y; e y2 dos soluciones linealmente
independientes (en el sentido que una no es un multiplo de la otra), entonces

y = Cry1 + Cayp, Cy €R, Cs € R,
es la solucién general. Para calcular las soluciones, se le asocia el polinomio
Q(r) =1+ a1r + as

y se calculan sus raices:

Q(’I“) =0 = r1,2 =

—a1 \/a% —4dag
5 .

Nos podemos encontrar en tres situaciones posibles:

1. 71 y 79 son nimeros reales distintos. En ese caso, dos soluciones linealmente independientes
son
— prix __ T2
Yy1=¢€ y Y2 =e€

y la solucién general es
y = Cre"? + Coe™™.

Ejemplo I1.137. Vamos a calcular la solucion general de

y" — 16y = 0.
El polinomio asociado es
Q(r) :=1r? — 16,
cuyas raices son
r?-16=0 =  r2==+4

La solucion general es, por consiguiente,

y = C1e'® + Coe 7,

2. A :=1r1 = ry son reales y coinciden. En ese caso, dos soluciones linealmente independientes

son

A A
y1 =e"’ y Yo = we*

y la solucién general es
y = C1e™ + Chze™.

Ejemplo I1.138. Vamos a calcular la solucion general de
y" + 6y’ + 9y = 0.

El polinomio asociado es
Q(r) =72 +6r+9,
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10.

11.

cuyas raices son

—6++/36 36

5 -3.

rP46r+9=0 = rp=
La solucion general es, por consiguiente,

y = Cre 3% + Coxe 3%,

. r1 =a+bi y ro = a — bi son nimeros complejos conjugados. En ese caso, dos soluciones

linealmente independientes son
y1 = e cos(bx) y y2 = e sin(bx)
y la solucién general es
y = C1e* cos(bx) + Cae* sin(bx).
Ejemplo I1.139. Vamos a calcular la solucion general de
y" + 2y + 5y = 0.

El polinomio asociado es
Q(r) :=7r?+2r +5,

cuyas raices son

r4+2r+5=0 = @ r2= = —142i.

-2+ v4-20
2

La solucion general es, por consiguiente,

y = Cre ¥ cos(2x) + Cae™ * sin(2z).

. Calcular la solucién general de y” — 4y’ — 12y = 0.
. Calcular la solucién general de 2y” — 3y’ +y = 0.
. Calcular la solucién general de y” + 4y’ + 4y = 0.
. Calcular la solucién general de y” + 6y’ + 13y = 0.
. Calcular la solucién general de y” + 4y = 0.

. Calcular la solucién general de y” — 2y +y = 0.

. Calcular la solucién general de y"” —y = 0.

. Calcular la solucién general de y” — 3’ = 0.

. Calcular la solucién general de y” +y = 0.

Calcular la solucién general de 1y + 2y = 0.

Calcular la solucién general de y” — 6y’ + 9y = 0.
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4.11. Problemas: EDOs lineales homogéneas de orden N > 2
con coeficientes constantes

Las EDOs de orden N > 2 se resuelven usando estrategias similares a las que se usan para las
EDOs equivalentes de orden 2.

Ejemplo 11.140. Por ejemplo, la solucion general de

se calcula a partir del polinomio asociado

Q(’I") = T3 -

CUYos ceros son
1 :Oa T2:17 7"3:—1,

por lo tanto la solucion general es
y=C1+ Ce” + Cze™".
Ejemplo I1.141. Si tuviésemos que calcular la solucion general de
el polinomio asociado seria Q(r) :=r® cuyos ceros son
rir=ryg =13 =0.
Las tres soluciones linealmente independientes serian
Yy =1e% =1, yp = ze’ =z, ys = x2e%® = 22,

y la solucion general seria
y = C1 + Cox + C3z.

» Calcular la solucién general de y* + 2" +y = 0.
» Calcular la solucién general de y®) — 2" + ¢/ = 0.

s Calcular la solucién general de ¢ + " = 0.

4.12. Sistemas de EDOs homogéneas de orden 1 con coeficientes

constantes
Sea
yi=aiay1+aigy2 +-+ainy, = 0
yi =ag1y1 +agoys + - +aspyp, = 0
y?”L =an1Y1 + an2Y2 + -+ GnplYn = 0
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queremos encontrar las funciones (y1, 42, ..., Yyn). Podemos escribir el sistema usando las nota-
ciones con matrices:

/
U1 a1l ai2 ... Gin Y1
/
Yo a1 a2 ... Qan Y2
/
Yn an,1 Aan2 ... Gpn Yn

Paso 1. Cojamos como exemplo el problema

{ Y1 =~y

Yo =~y

Para resolver este tipo de ecuaciones, el primer paso es expresar las derivadas y e y} como Dy
y Dya:

{ Dy +y2 =0
Dys +y1 =0

Paso 2. El segundo paso es eliminar y; de la segunda ecuacién, o ys de la primera ecuacién.
Para hacer esto, podemos pensar, por ahora, que el operador diferencial D es como si fuera
un numero. Entonces, “multiplicamos” por D la segunda ecuacién (en realidad lo que estamos
haciendo es derivarla):

Dy1 +y2 =0
D2y, + Dy; =0

y ahora podemos, tal y como se hace con los sistemas lineales, eliminar la variable y; cogiendo,
por ejemplo, la segunda linea menos la primera: Dy; + D?ys = 0 menos Dy; + 4o = 0 me da
D?yy — 15 = 0, entonces el sistema se puede reescribir como

{ Dy +y2 =0
D?ys —y2 =0

Paso 3. Hemos logrado escribir una EDO de orden 2 lineal a coeficientes constantes
D?yy —ya =0
lo cual en realidad significa, con otras notaciones
Yy —y2 =0.

Esta la sabemos resolver: se le asocia el polinomio Q(r) = r%—1, cuyas raices son £1; la solucién
general es
ya(x) = Cre” 4+ Cae™".

Paso 4. Hemos expresado y2(x), nos queda por expresar y;(z): desde y; + y5 = 0 obtengo que
y1 + Cre® — Cre™® = 0.
Paso 5. Por fin, podemos escribir el resultado:
yi1(x) = —=Cre” + Care™ ", ya(x) = Cre” + Care™".
Ejercicio I1.48. Calcular la solucidon general de

{ Y = 2y1 + 4y
vh =11+ 2y2
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Ejercicio I1.49. Calcular la solucion general de

{ Yl = 2y1 — Yo
vh = y1 + 8y2

Ejercicio I1.50. Calcular la solucion general de

{ Yh = y1 — 2o
vh =1 + 3y2

4.13. Repaso

La exponencial de un nimero complejo o = a1 + tag € C tiene el siguiente significado:
e = 1T — o102 — 0N (cog(ay) + i sin(aw)).
La exponencial de un nimero imaginario puro siempre tiene como médulo 1:
|€°?]|« = V/(cos(az2))? + (sin(az))? = V1= 1.

SiaeCya; =R(a) >0, entonces

lim e =0,
t—+o00

porque la parte real se va a cero y la parte compleja siempre estd acotada.
Una funcién f : [0, +oo[— R se llama de orden exponencial ¢ si esté acotada por una exponencial:

dM >0y 3dceR tal que |f(t)| < Me para todo t > 0.
El que la f sea de orden exponencial ¢ implica que

e f(t)] —>0 para todo s > c.

Ejercicio I1.51. Demonstrarlo.

La integral de f se dice impropia si uno de los extremos de integracién es +oo. En ese caso, la
integral en realidad significa un limite (como siempre que aparece el simbolo co):

/O+Oof(tdt aﬂloo/f

4.14. Introduccion a la transformada de Laplace

La transformada de Laplace sirve para cambiar el punto de vista sobre las ecuaciones diferen-
ciales lineales: si llamamos ¢ la variable de la funciéon que estamos integrando, la transformada
de Laplace se interpreta como pasar del dominio tiempo t al dominio de la frecuencia compleja
s. Su principal propiedad es que transforma una derivacién en multiplicacién y una integracién
en divisién. Por ejemplo, tomemos la ecuacién

ds
t)=R- L—.
e(t) = R-i(t) + L,
La transformada de Laplace transforma la derivada en multiplicacion:
di
e(t) = R -i(t )+Ld—z —  E(s)=R-I(s)+s-L-I(t).

Obviamente, la transformada tiene sentido siempre y cuando las operaciones en el dominio de
la frecuencia compleja sean mas simples que en el dominio tiempo.
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4.15. Definicién de transformacién de Laplace

Sea f una funcién continua y de orden exponencial. Su transformada de Laplace se define como

+oo
Clf)(s) = / e f(t)dt.

Ejercicio I1.52. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 1. Respuesta: F(s) = <, si
5> 0.

Ejercicio 11.53. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = t. Respuesta: F(s) = -, si
s> 0.

Iterando estos procedimientos, también se puede ver que L[t"](s) = sn"il.

4.16. Propiedades de la transformada de Laplace

La transformada de Laplace goza de dos propiedades:

= Linealidad: sean f y g funciones continua de orden exponencial:

F(s) = L[f](s), para s > §i
G(s) = Llg](s), para § > sg.

Entonces
Llaf + Bg|(s) = aL[f](s) + BL[g](s), para s > max(sy, s2).

Ejercicio I1.54. Calcular L[5 — 3t](s). Respuesta: 2 — 3.

s

Ejercicio I1.55. Calcular L[6t> — 3t> + 4t — 2|(s).
» Translacion:
+00
c [ekt f(t)} (s) = / e~stekt £(1)dt
0

+o00
= / e 7R £ (1) dt
= LI[f®)](s—k).

Ejercicio 11.56. Calcular la transformada de Laplace de €** - 1. Respuesta: ﬁ

Ejercicio I1.57. Calcular la transformada de Laplace de e - t". Respuesta: W
Ejercicio I1.58. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 4te~?t. Respuesta: ﬁ,
para s > —2.

2t —2t

Ejercicio I1.59. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = sinh(2t) = =7

Respuesta: %(S;) -3 (lerQ)’ para s > 2.

—

Vamos ahora a calcular unas transformadas de Laplace.

Ejercicio I1.60. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = sin(at). Respuesta: a7, bara
5> 0.
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Ejercicio I1.61. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = cos(at). Respuesta:
5> 0.

S
24q2 bara

ekt

Ejercicio I11.62. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = " sin(at). Respuesta: i

a
s—k)2+a?’
para s > k.

kt

Ejercicio I1.63. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = e** cos(at). Respuesta: W

+a27
para s > k.

Maés ejercicios:

Ejercicio II 64. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = t?e2! + e~tcos(2t) + 3. Re-

spuesta: +2)3 + & ngl + 3.

Ejercicio I1.65. Calcular la transformada de Laplace de f(t) = 5t + €3 sin(2t) — €243 + .

. 5 2 6 1
Respuesta: 53 + ;=751 — o7 T 53

4.17. Inversion de la transformada de Laplace

La transformada es biyectiva. Sean f y g continuas y de orden exponencial, y sean F'(s) = L[f](s)
(para s > s1) y G(s) = L[g](s) (para s > s3). Entonces

F(s) = G(s) para s > méx(s1, $2) = f(t) =g(t).

La transformada se puede invertir:

Ejercicio I1.66. Invertir F(s) = Respuesta: f(t) = e3¢ — Le™3.

1
(s+3)(s+7)

Ejercicio I1.67. Invertir F(s) = =1 y- Respuesta: f(t) = —%t +5— ge7

s2(s+3

Ejercicio I1.68. Invertir F(s) = 57 T 52+4 + (58 1)1)13 + 5. Respuesta: f(t) = t3e™t +
5 sin(2t) + 2€’ cos(3t) + 2e! sm(St)

Ejercicio I1.69. Invertir F(s) = 2312 Respuesta: f(t) = 2cos(2t) + 3sin(2t).

Ejercicio I1.70. Invertir F(s) = Si‘j;gﬁH Respuesta: f(t) = 2e " cos(2t) + 2e " sin(2t).
Ejercicio I1.71. Invertir F(s) = m. Respuesta: f(t) = e ?tsin(t).

4.18. Trasformacion de una derivada

Sea f de clase C" y de orden exponencial.
Ejercicio I1.72. Probar que L[f'](s) = sL[f](s) — f(0).
Ejercicio I1.73. Probar que L[f"](s) = s2L[f](s) — sf(0) — f(0).
Tterando,

LIF™)(s) = s"LIf)(s) = 8" f(0) = s"2F(0) = 5" f7(0) = - = f7D(0),
Ejercicio I1.74. Calcular L[y" — 2y + y)(s).
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funcién transformada valores
1 % §>0
t S% §>0
t" Sf}% s>0
et f(t) F(s—k) s>s1+k
ekt Sik s>k
ekt (872)!%1 s>k
sin(at) P s>0
cos(at) 825‘;&2 s>0
eFsin(at) (S_k312+a2 s>k
ekt cos(at) =0 s>k
’ funcién ‘ transformada \ valores
1 % s§>0
t S% s>0
t" Sf}% s>0
e f(t) F(s—k) s>s1+k
ekt Sik s>k
ekt (872)!%1 s>k
sin(at) P s>0
cos(at) e s>0
M sin(at) (s—k()lg—i-a? s>k
eFt cos(at) =0 s>k
Ejercicio I1.75. Transformar el problema
d?x dx 4
z(0) =1
2'(0) =0

y calcular la solucion del problema de Cauchy.

4.19. Tabla

4.20. Inversion de la transformada de Laplace

La transformada es biyectiva. Sean f y g continuas y de orden exponencial, y sean F'(s) = L[f](s)
(para s > s1) y G(s) = L[g](s) (para s > s3). Entonces

F(s) = G(s) para s > méx(s1, s2) — ft)=g(t).

La transformada se puede invertir:

Ejercicio I1.76. Invertir F(s) = 1

GG Respuesta: f(t)=1te8t — 173t
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Ejercicio I1.77. Invertir F(s) = #j?ﬂ Respuesta: f(t) = —3t + 5 — 3e73..

2(s—1)+2
(s—1)2+49

Ejercicio I1.78. Invertir F(s) = (Sf3)4 + 325+4 +
5 sin(2t) + 2¢’ cos(3t) + Ze’ sin(3t) + €.

+ 5. Respuesta: f(t) = t3e™t +

Ejercicio I1.79. Invertir F(s) = iﬁii. Respuesta: f(t) = 2cos(2t) + 3sin(2t).

Ejercicio I1.80. Invertir F(s) = (sii;—26+4' Respuesta: f(t) = 2e ! cos(2t) + 2e ! sin(2t).

Ejercicio I1.81. Invertir F(s) = Respuesta: f(t) = e 2!sin(t).

1
524+4s+5 "

4.21. Trasformacién de una derivada
Sea f de clase C" y de orden exponencial.
Ejercicio I1.82. Probar que L[f'](s) = sL[f](s) — f(0).
Ejercicio I1.83. Probar que L[f"](s) = s2L[f](s) — sf(0) — f'(0).
Iterando,
LIFM)(s) = s"L[f](s) = "7 F(0) = "2 1(0) = 5" f7(0) =+ = £ 7V(0).
Ejercicio 11.84. Calcular L[y" — 2y’ + y](s).
Ejercicio I1.85. Transformar el problema

d%x dx

— 45— +6x=2"
dt2+ dt+x e
z(0) =1
2'(0) =0

y calcular la solucion del problema de Cauchy.

4.22. EDOs lineales no homogéneas con coeficientes constantes

Sea
v +ay™ Y+ apy +any = f(o) (4.2)

una EDO lineal, con coeficientes constantes y no homogénea. So solucién general es dada por
la solucién de la ecuacion homogénea

y(n) + aly(n_l) _|_ . + anily, _|_ anly = O (43)

més una solucién particular de la ecuacién completa (4.2)). El problema es: cémo se busca una
solucién particular de la completa? Depende de la expresién del término f(x):

» Sif(z) = P () : &’\i , entonces se buscara una solucién particular
R :
polinomio de grado K €xponencial
dada por
y(x) = Qx(x) . e

N— . Vv .
polinomio de grado K la misma exponencial

266



» Si f(z) = Cre™ cos(bx) + Cae?” sin(bx), entonces se buscard una solucién particular dada
por
y(x) = ae™ cos(bx) + e sin(bx).

Ejemplo 11.142. Calcular la solucion general de la EDO
Y — 3y + 2y = ™.
Empecemos por la solucion particular: la buscaremos de la forma
y(z) = Ae™,

siendo Qo(x) = A un polinomio de grado cero, tal y como el polinomio Py(x) = 1 que multiplica
e5®. Inyectando y(z) = Ae®® en la EDO obtendremos

25A4e°% — 15A4e°® + 24e7* = 7

124" = €™
1
A = —.
12
Entonces, y(z) = 1—1265’5 es una solucion particular de la EDO. Ahora vamos a calcular la

solucion general de la homogénea
y" =3y +2y =0,

lo cual se hace asocidndole el polinomio
Q(r)=r*—3r+2,
que se factoriza
Qr)=r*=3r+2=(r—2)(r—1)

y cuyas raices som, por lo tanto,
ry = 1, ro = 2.

La solucion general de la homogénea es
y(z) = Cre® + Che®®.
Finalmente, la solucion de la EDO es la suma de la solucion de la homogénea mds una solucion

particular:

1
y(x) = Cre® + Coe® + Eem.

Ejercicio I1.86. Calcular la solucion de

d%x dx

— +5— +6r=2"
a2 + 1 + 6z e
z(0) =1

2'(0) =0

Ejercicio I1.87. Calcular la solucion general de
y" — 3y + 2y = 2e”

y luego resolver el problema de Cauchy con y(0) = y'(0) = 0. Calcularla también usando la
transformada de Laplace.
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Ejercicio I1.88. Cualcular la solucion general de
y' =3y +2y=3—x+ >
Ejercicio I1.89. Calcular la solucidon general de
Y’ — 3y + 2y = ze®®.
Ejercicio I1.90. Calcular la solucion general de
Y + 4y = 8a?
y luego resolver el problema de Cauchy con y(0) = y'(0) = 0.
Ejercicio I1.91. Calcular la solucion general de
y' =2y +y=2x+¢".
Ejercicio I1.92. Calcular la solucidon general de
y" + 2y + 5y = 16¢” 4 sin(2z).
Ejercicio I1.93. Calcular la solucion general de
y" — 2y + 2y = 2¢” cos(2z).
Ejercicio I1.94. Calcular la solucion general de
' +5y =1+a+ €.
Ejercicio I1.95. Calcular la solucion general de

3y" + 10y’ + 3y = z? + sin(x).

4.23. EDOs en R Bernouilli

Las ecuaciones diferenciales de Bernoulli son las de la forma
Y (z) + a(z)y = b(z)y", n € R.
La resolucién se debe al matematico suizo Jakob Bernoulli:
y'(z) +alx)y = bz)y"
y "y (2) +a(z)y ™" = b(a),

sustituyo u = y' =", lo cual da v’ = (1 — n)y~"y/; inyecto:

" ’71 +alx)u = x

y (1—n)y‘" ( ) b( )
’71 +alz)u = x

u (1 n) ( ) b( )

W+ (1—n)a(x)u = (1—n)b(x),
que es ahora una ecuacion diferencial lineal no homogénea en u.

Ejemplo I1.143. ' +y = y? admite como solucion y = ﬁﬂ

Ejemplo 11.144. 3/ — 2y = % admite como solucion y(z) = \/6952 [C + fe_$22dx].

Ejemplo I1.145. 3 — zy = 23y* admite como solucion ﬁ = ¢~7°/2 (C + fe“2/2x3da:>.

Ejemplo 11.146. 3 +y = x/y admite como solucion y(z) = \/6_2”C [C + ze?r — Le27].
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4.24. EDOs en R de Riccati

Se llama ecuacién diferencial de Riccati la siguiente:

y' = a(x) + b(x)y + c(x)y’.

Si se conoce una solucién particular y; (z), entonces sustituyendo y(z) = yi(x) + ﬁ obtenemos

una ecuacion diferencial lineal de primer orden.

Ejemplo 11.147. ' = 23(y — 2)% + 2~ 'y admite como solucion

1 1 >
)
y—xr 5

siendo y1(x) = x una solucion particular.

Ejemplo I1.148. ' = zy® + (1759”2) Y+ ‘Tigl admite como solucion particular
yi(z) =1
y como solucion general
3z

7o )

4.25. Biblioteca de ejercicios
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PROBLEMAS TEMA 3
MATEMATICAS II
INGENIER{A QUIMICA E INGENIER{A ELECTRONICA
INDUSTRIAL

. Encuentra ecuaciones diferenciales de manera que todas las curvas de cada
una de las familias dadas sean soluciones:
(a) y=Ae?*, AeR
(b) y=va?+C,CeR
(c) 22 +y?=C%* CeR
(d) y=Ae*+Be ®, A,BeR
. Comprueba si la funcién dada es solucién de la ecuacién diferencial correspon-
diente:
(a)  =ay; ¢(z)=e*/2, z€R
(b) ¥ =9y*—1 ()= }fizf,, x>0
() y —2wy=1; ¢x)=e"(1 Jrfoar'e_‘zdt)7 reR
(d) v" +y=secx; (r)=coszln(cosz)+xsinz, z€R
. Obtén una solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
(

a) ¥y =3(y+1)
(b) ¥ = (1 +2)(1+y?)
(c) ¥'sin2z = ycos2z
(d) yr = e* cos?y

() ¥ =y/ (Iln(ﬂf))

@ v =v1-y?

Solucién. (a) y = ce® —1; (b) y = tan(z + 222); (¢) y = c(sin22)/%; (d)
tany = 2e2* +¢; (e) y = cln|x\7 (f) y =sin(z +¢)
. Resuelve los siguientes problemas con valor inicial.
(&) v :—29:1/7.(0)—1
(b) '+ =0,4(0) = -2
() ¥ =(1—-x)/y, y(1) =1
(d) v(dv/dt) = g = const, v(ty) = vg
(e) drsin® = rcosfdb, T‘(Tl'/2 =-0.3
(f) (dI/dt)+RI—0 1(0)

_ 22

=1

Solucion. (a) y = e b)y = —v4d—22 (c) (z — )2+ 9% = 1; ()
v? =2 +2g(t — to); () r = —0.3sin0; (f) I = Ipe=(F/D)L,
. Integra las siguientes ecuaciones diferenciales:

() v = 2zy?
(b) x(y —3)y’ = 4y
! TY—IY
(c) v = *ﬁ%gx“
. Obtén una solucién de la ecuacién y’' = zyln |y| tal que y(0) = —1.

. (Crecimiento exponencial de las poblaciones. Ley de Malthus). En

un cierto cultivo de bacterias se sabe que la velocidad de crecimiento de

la poblacién es, en cada momento, directamente proporcional al nimero de
1
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bacterias existentes en ese momento. Se sabe también que que el tamano de
la poblacién al cabo de 4 horas, es el triple del tamano de la poblacién inicial.
Halla el nimero de bacterias que habra en el cultivo transcurridas 0 horas.

. (Problema de epidemias) Una epidemia se desarrolla en una poblacién de

una forma tal que, en cada momento del tiempo, la velocidad de desarrollo de
la infeccion es directamente proporcional al mimero de personas enfermas por
el nimero de personas sanas. La poblacién tiene 10 000 habitantes, y se sabe
que el nimero de personas infectadas inicialmente era de 50 y que al cabo
de 3 dias habia 250 enfermos. Averigua el nimero de enfermos que habra al
cabo de 12 dias.

. (Fechamiento con carbono radiactivo) Es sabido que una sustancia ra-

diactiva presente en ciertos fésiles, tal como el ¢C'% se desintegra en cada
momento, a una velocidad proporcional a la cantidad presente. La ”vida me-
dia” del ¢C* (tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de una cantidad
inicial) es de 5 750 afios. Averigua la edad del fésil sabiendo que contiene el
77.77% de su ¢C'* inicial.

(Fechamiento con carbono radiactivo) En el castillo de Winchester (Inglaterra)
se encontré una tabla de mesa redonda con 25 sectores dibujados. Se supuso
durante muchos afios que se trataba de la famosa ”tabla redonda” del rey
Arturo, siendo los sectores uno para el rey y uno para cada uno de los ca-
balleros. Finalmente en 1976 se feché la tabla con la técnica del C'* y la
cantidad de carbono era el 91% de su cantidad inicial. Teniendo en cuenta
que el rey Arturo vivié en el siglo V, jpodemos asegurar que la tabla no era
la "tabla redonda”?

(La miquina quitanieves) En una ciudad estd nevando con regularidad. A
las 12:00 sale una méquina que recorre en una hora 2 Km. y en la segunda
hora 1Km. {A qué hora empez6 a nevar?

(Ley de enfriamiento de Newton) Supongamos que encontramos el caddver
de un felino. En dicho momento, se toma la temperatura del mismo y resulta
ser de 35baC. Una hora después se vuelve a tomar la temperatura y esta es
de 34.5baC. Suponiendo constante la temperatura ambiental e igual a 27baC,
se pide calcular a qué hora se produjo la muerte del animal, suponiendo que
la temperatura del animal en vida es de 36.5baC.

(Ley de enfriamiento de Newton) Una bola de cobre se calienta hasta
una temperatura de 100baC. Después, en el tiempo ¢ = 0, se coloca en agua
que se mantiene a una temperatura de 30baC. Al término de 3 minutos la
temperatura de la bola se reduce a 70baC. Encontrar el tiempo en el que la
temperatura de la bola se reduce a 31baC. (Kreyszyg pagina 36, ejemplo 2).
(Ley de enfriamiento de Newton). Un termémetro, cuya lectura es de
10baC, se lleva a una habitacién cuya temperatura es de 18baC. Un minuto
después la lectura del termémetro es 14baC. ;Cudnto tiempo tardard para que
la lectura sea précticamente 18baC, por e¢jemplo 17.9baC? (Kreyszyg pégina
41, problema 6).

(El paracaidista) Supongamos que un paracaidista cae desde la posicién de
reposo hacia la Tierra y el paracaidas se abre en un instante,t = 0, cuando la
velocidad del paracaidista es v(0) = v = 10 metros/s. Encuentra la veloci-
dad v(t) del paracaidista en cualquier tiempo ¢ posterior. §Se incrementa v(t)
de manera indefinida? Se supone que la resistencia del aire, en un instante ¢,
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es proporcional al cuadrado de la velocidad del paracaidista en ese momento.
(Kreyszyg pdgina 39, ejemplo 4).
Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) y' =31
9 x2—y2
( ) syt I Y
() 2Iyy Y 2 =a?
(d) 2%y =y* +ay+2°
(c) 2y =2 +y
Resuelve los siguientes problemas con valor inicial:

)ay =z +y, y(l)=2
) zyy' =2y% + 422, y(2) =4
Integra las 81gu1entes ecuaciones diferenciales:

322 —2xy
a y 22y
/_ }ﬁ—l‘f
y = T+T Y

)
)
) (2% + 3zy?)dz + 322y + y®)dy =0
)
)

=5

(b
(
(

(=<}

yidx + 3zydy =0
e—dr +retfdh =
Rc%uclvc 10% qlgulcntc% problemas con valores iniciales:
a) = x+1/
)

(a

(

(

(

( 2= tal que y(0) = 1
b

(

(

(

@

(b) (2 + eV)dx + zeVdy = 0 tal que y(1) =1
Resuelve las mgmcntcs ecuaciones diferenciales:
)ny*P

) y + 2y = 6e®

) ¥ — 4y = 27 — 422
) acy +2y =9z
)y
)
)

Qo T

(
(
(e
f

(g

'+ 3y = 0*57’
zy +2y = 46
xy — 2y = 2%e®

Solucion. (a) y = Ce® + e2*; (b) y = ce™2 + 2€ ; (c ) y = ce® + 2% (d)
y=cr 243z; (e) y= (c—i—L)e"‘“, () y = (c+2e” )L i () y = ca? +z%e”
Resuelve los siguientes problemas de Cauchy:
(a) v+ 13y =12, y(0) =6
(b) v+ 2zy =4z, y(0) =3
(¢) ¥ +ky=ek " y(0)=0.7

Solucion. (a) y=2e73% 4+ 4;(b) y = e +2; (¢) y = (0.7 + x)e~ke
(Problema de disoluciones) Un depésito contiene inicialmente 20 Kg. de
sal disuelta en 500 1. de agua. Supongamos que se comienza a introducir en
el depdsito 121./min. de salmuera (disolucién que contiene 0.25 kg. de sal
por litro) y que, simultdneamente, se saca del depésito 8 1./min. de la mezcla
resultante. ;jQué cantidad de sal habra en el depésito al cabo de una hora?
(Problema de contaminacién de una galeria) En un tunel subterrdneo
de dimensiones 20x5z4 m.3, existe una concentracion de gas carbénico (COs)
del 0.16%, mientras que en el aire exterior la concentracién del gas es del
0.04%. Se insufla aire del exterior en el tinel con unos ventiladores a razén
de 50 m.3/ min.. Halla la concentracién de gas carbénico en el tiinel media
hora después de iniciado el proceso de renovacién de aire.
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(Secrecién hormonal) Un modelo de este proceso viene dado por la ecuacion
diferencial

Yy =a— bcoaQﬂ' —ky
donde t es el tiempo (en horas, siendo t = 0 alas 8:00 A.M.), y(¢) es la cantidad
de cierta hormona presente en la sangre en microunidades por militro y a,b
y k son constantes. Encuentra la solucién cuando a =b=%k =1y y(0) = 2.
(Kreyszyg pdgina 60, problema 52).
Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:
@)y =ay+y
(b) y' = ay+a?y’
(€) y =y + 2’y
() ' +y=y
(0 ¥ +y==/y
(Modelo logistico de poblacién) Este modelo consiste en suponer que la
poblacién y(t) en un instante ¢ verifica la llamada ecuacién de Verhulst:

y' = Ay — By

donde A y B son constantes positivas. Resuelve la ecuacién y prueba que la
poblacién crece monétonamente si 0 < y(0) < A/B y decrece monétonamente
si y(0) > A/B.

Comprueba que la ecuacién de Ricatti

y =2y —a) +aly
tiene la solucién y = x y obtén la solucién general de la ecuacién dada.
Resuelve la ecuacién diferencial
=Yy —ab
x

sabiendo que admiten alguna solucién polinémica.

Resuelve los siguientes problemas con valor inicial.

(a) y" =16y =0, y(0) =1, y'(0) =20

b) " + 6y + 9y =0, y(0) = —4, y'(0) = 14
c) y” + 2.2y + 0.4y =0, y(0) = 3.3, ¥/ (0) = —1.2

d) 4y —4y' =3y =0, y(=2) = ¢, y(-2) = —3e

e) y”+2y +5y=0, y(0)=1, ¥ (0)=5

£) 4" +9 =0, y(m) = 2, y'(r) =3
(8) v —4y' +4y =0, y(O) =3,4'(0)=10

Solucion. (a) y = 3e*®; (b) y = (22 — 4)e™3%; (¢) y = 3¢ 0% + 0.3e~2%;
(d) y = e795%; (e) y = e (cos 2z + 3sin2z); (f) y = 2cos3x — sin3z; (g)
y = (3 +4x)e*
Integra las siguientes ecuaciones diferenciales de Euler-Cauchy:

(a) z%y" —3xy’ +4y =0

(b) 2%y" + Txy’ +13y =0

(c) z%y" — 22y’ +2y =0

(d) 123/’ +ay'+y=0
Resuelve los siguientes problemas de Cauchy:

(a) z%y" —day’ +4y=0; y(1)=4,y'(1) =13

(b) ?y” —5ay +8y=0; y(1)=5y(1)=18

(c) 21/” —ay +2y=0; y(1)=-1y(1)=-1
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Obtén la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
y" + 4y = 822
Y =3y +2y=e"
v -2 +y=x+e"
y" + 2y' + by = 16¢* + sin 2z
y" + 2y + 5y =522+ 4 +2
Yy’ — 2y + 2y =2e%cosx
y" + 9y = cos 3x
y' +5y =142z +e€"
3y" + 10y + 3y = 2% +sinz
22y" — day’ + 6y = 42/2*
22y — 2xy’ + 2y = 24/2?
Resuelve los siguientes problemas de Cauchy:
(@) ¥ —y=z,y2)=e-2,4(2) =’ -1
(b) ¥ —y' — 2y =10sinz, y(x/2) = -3, y'(7/2) = -1
(c) ¥ + 4y’ +4y =4cosz + 3sinz, y(0) =1, ' (0) = 0.
Encuentra la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
(a) ym _ yr =0
() v —y" -y +y=0
() ¥V +2y" +y=0
(d) " —81y=0

Solucion. (a) ¢1 + cze™® + cze”; (b) (c1 + c22)b™® (¢) (A+ Czx)cosz + (B +
Dz)sinz; (d) c1e®® + coe™ + Acos 3z + Bsin 3z.
Resuelve los siguientes problemas de Cauchy:
(a) ¥ =0, y(2) =12, y'(2) = 16; y"(2) = 8
() " —y" =y +y=0,y(0)=2, y'(0) =1; y"(0) =0
(c) ¥ —2y" —y' +2y =0, y(0) =3, y'(0) = 0; y"(0) =3

Solucion. (a) 4x® —4; (b) (2 —z)e”; (c) 3coshz .
Expresa en forma matricial el sistema lineal de primer orden asociado a las
siguientes ecuaciones diferenciales:
(&) ¥ +2¢ +y=0
®) v+ a2y + a1y +ay ==
Expresa en forma matricial el problema de Cauchy del sistema lineal de primer
orden asociado al problema de Cauchy asociado a las siguientes ecuaciones
diferenciales:
(&) ¥+ 3y +2y=0,9(0) =1, y(0) =
(b) ¢ +ay — 3y =22, y(0) =3,y (0) = -6
(©) ¥ —y" + Ty = cosz, y(0) = y'(0) = 1, 3" (0) = 0, y"(0) = 2
Encuentra la solucién general de los siguienes sistemas lineales de ecuaciones
diferenci}alesz
(a) 9= _3y1 + Y2

—~—~
T
Naid

— ~ .~ —~ T~ —
—~ —

FELEE B R o Ao

AP I Na N2 SN NI N AL N

Yy =y1 — 3y2
/
Y1 =9
b
(®) { Y2 =
' =3y
(C) { Yyl =2xr—vy
¥=y+z
(d) y=x+2z
Z=x+y
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'=3x+y—=z
Y =x+2y—=z2
{z’—3x+3yz
{%i‘:y—?z
T=y+3z
y' —42=0
{Z”+4y:
d—f:y-‘rz
{4%—3:70-1-,2
T =3z+y
{%&:23;792
T=yt38
x’ 1 1
y |=12 1
2 0 -1
%
{yé *4y1
{yi—y172yz
Y = y1 + 3y2
{y372y1 9ya
Y =y1 + 8y2

PROBLEMAS TEMA 3

39. Resuelve los siguientes problemas de Cauchy:

7/1 =—Y2
(@) vo=-u
le(o) =3, 12(0) =1
Y1 = 2y2
(b) { Y2 =2y
y1(0) = =9, y2(0) = 15
i = 6y1 + 92
(c) { ¥2=uy1+6y2
y1(0) = =3, y2(0) = -3
Y1 = 2y1 + 4y2
(d) § vo=v1+2y
1/1(0) = —4, yg(O) =—4
i =5y1 +u2
(e) { ¥o =11 +5y2
y1(0) = =3, y2(0) =7
Y1 =—y1 + 4y
() { v2=3y1— 22
y1(0) = 3, yg(O) 4
d Gt 2_ Y
=2y—z
(&) { ‘fl =—x+y+=z
z(0) =2,y(0) =3,2(0) =4
40. Obtener las transformadas de Laplace de las siguientes funciones:
(a) 5— 375
(b) 3 — 2t + 4cos2t
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t2e=2 4 e~tcos2t + 3

(c) s
()4te’2t
(e)
(f) 6t3 —3t2 +4t —2

Solucion. (a) 5?;3; (b) 38522"’ z+47 ( ) g22,4:, (d) (5+42)2; (e) 2(S+2)3 +S+152+25+5+Q;

(f) 36— 65;{:45 —2s°

Obtén la transformada inversa de Laplace de la funcién F(s) dada por la
expresion:

1
(a) (s+3)(s+7)

) o

(C) 32?;4}3)

(d) ?512

(©) 7T

(f) =2

&) wttasTy
1) e

(1) s2i;sz+5

0) wHese

Solucion: (a) 1(e=3=¢""); (b) —e " 4+2e%; (c) & — 1t —2e~3%; (d) 2 cos 2+
3sin2t; (e) (4t — sindt); (f) e *(cost + 6sint); (g) 5(1 — e cos2t +
3e~2sin2t); (h) et —e = +2te™%; (i) et (cos 2t +3sin 2t); (j) 2et —3e 4 Lledt.
Resuelve, aplicando trasformadas de Laplace, los siguientes problemas de
Cauchy

(a) L& 4+ 54 + 62 = 2¢~ sujeta a las condiciones iniciales z(0) = 1y
G (0) = 0

(b) 4 dr + 3z = e~ sujeta a 2(0) = 2

(c) ?;2 +295 + 50 = Lsujeta a x(0) =0y 4(0) =0

() 2~ 35 4 90 — 21 sujeta  2(0) = 0 y 42(0) = 1

(e) ?;2 + % — 2z = 5e~tsent sujeta a 2(0) = 1 y 4£(0) =0

(f) L2+ 4% 442 =2 4+ ¢ sujeta a 2(0) = 1/2 y £(0) = 0

(g) % + 8‘(15 + 16z = 16sendt sujeta a z(0) = —1/2 y 42(0) = 1

(h) % 2‘(1;2 E + 22 =2+t sujeta a 2(0) =0, Zi(o) =1ly dt2 7(0) =1

Solucion. (a) et + e~ _3’5; (b) e +e73; (¢) £(1 — et cos2t —
-t sln 2t) (d)—Zet + 3+ Le ¥ (e) el — 272 + %e’t(cos 2t — 3sin 2t)
3t)e 2 + L% *2t+3 1t+it2 (g)te ™ — L cosdt (h)3 + 1t —et +

=
\/(’h
/\

Resuelve, aplicando trasformadas de Laplace, los siguientes problemas de
Cauchy asociados a los siguientes sistemas de ecuaciones diferemnciales

’!//1 = Y2

(a) § vo=mu
y1(0) =1, 52(0) =0
Y=~y +y2

(b) Yo = —Y1 — Y2
y1(0) =1, 52(0) =0
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¥1 = 2y1 + 4y
Yy = Y1 + 2y
y1(0) = —4, y2(0) = —4
Y1 =2y1 —4ys
Ya = y1 — 3y2
y1(0) = 3, y2(0) =0
Y1 = —2y1 +3y2
Yy = 4y1 — y2
y1(0) =4, 32(0) =3
Y =y1 +3y2
vy = 4y — de’
y1(0) =2, y1(0) =3, y2(0) =1, y5(0) =2
yi + yh = 2sinh(t)
() ng N yé - t -
Y3 +y; =2 +et
y1(0) =1, y2(0) =1, y3(0) =0
Solucion: (a) y; = cost, yo = sint; (b) y; = e cost, yo = —e !sint;
(c) y1 = —6e* +2, yo = =3t — 1; (d) y1 = e’ — e, yo = et — e 2
(€) y1 = 3e* + e, yo = 4e* — 7 (f) 1 = € + ¥, = €5 (g)

_ Lt _ _ .t —t .
y1=¢€¢,y2=€ , ys=¢€ —€ "

@
e N N —
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Capitulo 5

Tema 4: Sucesiones y series.
Funciones de variable compleja
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5.1. Tema 4: Sucesiones y series

5.1.1. Repaso: teorema del emparedado

Sean
{an}ﬁo:1 ) {bn}qof:l ) {Cn}ZO:1

tres sucesiones reales tales que b, < a, < ¢, (a partir de cierto indice n). Si

lim b, = lim ¢, =¢

n—0o0 n—oo
entonces
lim a, = 4.
n—oo
Ejemplo I1.149.
n! 1
0< — < —.
n n
Como lim,, % = 0, entonces
n!
lim — =0.
n—oo N

5.1.2. Repaso: uso del teorema de I’Hopital

Sea a, = n2™" = 4. Cudl es el limite de esta sucesién?

Si
x
lim — =/
zﬁlrfoo 2% ’
entonces n
lim — =/
n—oo 2N
En este caso, 57 es una forma I% Podemos intentar usar el teorema de I’Hopital:
x
1 — =/ 1 — =/
Aqui,
lIim ——=0= 1 —=0= 1lm — =0

Ejercicio I1.96. Calcular el limite de la sucesion:

n2—17 1 13
m —— = lim *—" divido por n3
n—oo 3n° + 4n n—oo 3 + 4?
0
= 3
Ejercicio I1.97. Calcular el limite de la sucesion:
5 2 1
n®—1 n® — -3
lim 3 = Ilim n divido por n3
n—oo 1 Nn—00 1
@
1
= 00.
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Se llama progresién aritmética de razén d una sucesion tal que
Gn41 = ap + d.

Por ejemplo, la sucesién
1,3,5,7,9,...

es una progresiéon aritmética de razon 2. La suma de los n primeros términos da

(a1 + an)n

S =

Se llama progresién geomética de razoén d una sucesion tal que
Gnt1 = Gy - d.

Por ejemplo, la sucesién
L,

) )

1
16

es una progresion geomética de razén % La suma de los n primeros términos da

DO | =
N
oo =

d*—1
Sp=a1——.
" d—1
Una sucesién {a, }5° ; se dice mondtona si
a1 <ax<az < <ap<apy1 <. mondtona creciente
ap > ay>a3 > -+ > ap > apyl > ... mondtona decreciente.

Una sucesién se dice acotada superiormente si

dM >0 tal que a, <M, Vn.

Una sucesién se dice acotada inferiormente si

dM >0 tal que an, > M, Vn.
Teorema. Toda sucesién mondtona acotada tiene limite.
Ejemplo I1.150. La sucesion
a; = 2, Ap = Ap_1+5
es una sucesion mondtona creciente acotada inferiormente pero no superiormente.

Ejemplo I1.151. La sucesion

ap—1+6

a; =0, ap = 2

es una sucesion monotona creciente acotada superiormente por 6.
Ejemplo I1.152. La sucesion
ap =1, ax=1, (p41 = Gp + Ap—1

se llama sucesion de Fibonacci, y es una sucesion mondtona creciente.
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Ejemplo I1.153. La sucesion
a1 =v2,  anp1 =20,

es mondtona creciente acotada por 2. Su limite se calcula como punto fijo

o =l Voo,
¢ = Vo
2 o=
0?2 —20 =
(-2 = 0,

de lo cual se ve que el limite es £ = 2. Para demonstrar que es creciente, se puede usar el
principto de induccion: primero, hay que ver que

a1 < aog, lo cual es cierto.
Luego, hay que probar que
Gn < Apy1 — Ont1 < Gpa.

Esto es cierto porque
an+1 = V2an < V 2041 = Ap42

porque la raiz cuadrada es creciente.
Para demonstrar que la sucesion estd acotada, también se puede el teorema de induccion:
primero,

ap =vV2<2.

Luego queremos ver que
a, <2 — an+1 < 2,

lo cual es cierto porque

an+1:\/E:\/§MS\/§\/§:2.

Ejercicio I1.98. Demonstrar, usando el principio de induccion, que la sucesion

ap—-1+6

a; =0, ap = 2

es monotona creciente acotada superiormente por 6, y calcular su limite.

o000

es creciente y estd acotada superiormente, lo cual implica que tiene limite. Este limite es e:

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

Iim [ 1+ > =e
n—00 ( f(n)

Ejemplo I1.154. La sucesion

En general, es cierto que

siendo f(n) —— oo.
n—oo
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5.1.3. Limites de sucesiones de formas indeterminadas

Cuando tenemos una sucesién que va a

00 0

o
— —, o00—o00, 17

oo o0

su limite no es inmediato de calcular.

Ejemplo I1.155. Calcular el limite

Es una forma co — 0o. En ese caso se puede manipular asi:

lm VAT i = lm VT2Vt 2+ Vi)

Ejercicio I1.99.

lim vn +2 — /n.
n—oo

0-

n—oo

, n—+2
= lim

(Vn+2+n)

—n

n—oo \/n+ 2+ /n

Calcular el limite

Es una forma 1°°.

Ejercicio I1.100

. Calcular el limite

Es una forma 1°°.

Ejercicio I1.101

. Calcular el limite

Es una forma 1°°.

Ejercicio I1.102

0

Es una forma oo”.

5.2. Series

. Calcular el limite

2
lim ———=0
n—oo \/n+ 2+ /n

, n
lim (
n—oo \ n + 1

, (n+5
lim

n—oo \ n — 2

lim {/n.

n—oo

)

)"'

0
) 0 )

multiplico y divido por (v/n + 2+ +/n)

Sea {2z, }22 | una sucesién. La serie formada por los elementos de {z,}5° ; es

[eS)
E Zn-
n=1
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Si definimos la suma parcial enésima de la sucesién

n

Sp = Zznv

n'/=1

el limite de la serie es el limite de las sumas parciales

o0
, s
E Zp = lim S, = . .
n—00 no existe o es igual a oo.

La serie se llama convergente si > | z, = s, y divergente si ese limite no existe o es infinito.

Por ejemplo, la serie
o

Zn:1+2+3+...

n=1

es divergente.

5.2.1. Serie geométrica

Se llama serie geométrica la serie

Es convergente si |z| < 1.

5.2.2. Propiedades

= La serie ) 7, a, se dice absolutamente convergence si > - ; |a,| converge.
Si una serie es absolutamente convergence, entonces es convergente.

» Sila serie Y7 | a, converge, entonces lim, o a, = 0.

= Silasseries > 2 any > ooy by convergen, entonces > - (cwap + Bby,) converge también.

5.2.3. Criterios de convergencia de una serie

Para estudiar la convergencia de una serie, existen varios criterios.

Criterio de comparacién 1
Sean > o7, an ¥ Y,y by dos series con términos 0 < a,, < by,.
: oo o0 sz
= Si) 7, by converge, entonces y >~ a, también.

Ejemplo I1.156. Por ejemplo,

cos(n) 1
0= 2 | =2
n n
. oo 1 . oo cos(n)
La serie ) 7 | -5 converge a 2, entonces la serie ) ° | =5~ es absolutamente conver-

. oo cos(n)
gente, entonces la serie anl —,5 €s convergente.

= Si ) > a, diverge, entonces y -~ b, también.
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Criterio de comparacién 2

Sean »7° | an y 3,7 by dos series con términos (estrictamente) positivos. Sea £ = limy, o0 §*.
Entonces:

» (>0 = las series > 07 an y Y _no by tienen el mismo cardcter.
» (=0:si) 7 b, converge, > > a, también.
» (= +o0:siy o an converge, y 2 by también.

Criterio de Stolz

Gn+1

= { entonces
Qn

Sea Y 7, an una serie con términos (estrictamente) positivos. Si lim, .

limy, 00 Wa, = £.

Ejemplo I1.157. Por ejemplo,

1)2 1
lim ¥Yn2+3n=1  — g PED" 304D

n—00 n—00 n2 4+ 3n

Ejemplo I1.158. Por ejemplo,

" 1!
lim vn! =400 & lim M = +00.
n—00 n—oo n'

Criterio de la raiz

Sea Y > | an una serie de términos a, > 0. Sea

f= lim a,.

n—00
n (<1 = absoluta convergencia.
| == divergencia.

n (=1 —= 77?7 No se puede afirmar nada.

Ejemplo I1.159. La serie y -, n? (%)n converge porque

1 n
lim "n2< ) = lim na

1

2
)1
= lim eln(nn>f
n—oo
= lim e%hl(”)1
n—oo
, In(n)
= lim 2=

1

n—oo 5
20l
2

< 1.

[N
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Criterio de d’Alembert (cociente)

Sea > >° | an una serie de términos a, > 0, y sea

. Opyl
(= lim -t

n—00 (U,

= Si ¢ < 1, entonces la serie converge.

Ejemplo I1.160. La serie > - ntl converge porque

n=1 "nl_
(n+1)+1
i DT (n+1)+1 nl
nooo mil T GBSTTONT (it 1)
n! :
o n+2 1
= lim
n—oon+1n+1
~ m T2
n—>oo(n—|—1)2

Criterio de Leibniz

Sea > 2 (—1)"ay una serie alternada (a, > 0). Si ay, — 0, entonces la serie converge.

Ejemplo I1.161. La serie Efbozl(—l)”% converge porque es alternada y

1
lim — =0.
n—oo N

Series de potencias

Z?LO:O an(z - ZO)n'

5.3. Desarrollo en series de Fourier

Sea f: R — R una funcién periédica de periodo T': esto significa que f(x + ZT) = f(z).

Ejemplo I1.162. Las funciones f(x) = sin(x) y f(z) = cos(xz) son periddicas de periodo
T =2m.
Una funcién se llama par si f(—z) = f(x).
Ejemplo 11.163. La funcion f(x) = cos(z) es par.
Una funcién se llama impar si f(—z) = —f(z).
Ejemplo 11.164. La funcion f(x) = sin(x) es impar.
Férmula de Euler. Por definicién,

e = cos(z) + isin(z), z € R.
El seno y el coseno adquieren la forma siguiente:

e'Ll’ + 6—21’ . ( ) e'Ll’ _ e—lfﬂ
- sin(z) = ———
2 ’ 2i

Serie de Fourier trigonométrica. Se llama asi la serie asociada a f de periodo T = 27

cos(z) =

o0
a .
f(z) ~ 50 + E a, cos(nz) + by, sin(nx)
n=1
con

2m 2w
ap, = / f(x) cos(nz) dz, by, = 1/ f(z)sin(nz) dz
0 0

™ m
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5.3.1. Ejemplo de aproximacién de una funcién por series de Fourier

Sea

1 I<z<

7
0 [0,27]\ [%, 27”]

una funcién periddica de periodo T' = 27. Su desarrollo darfa:

I

fz) =

2
1 /32 1 0 n par
- cos(nx)dr = — n+1 . ,
T nm | 2-(—1)"2 n impar
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0.8
0.6
0.4
0.2

0.8
0.6
0.4

0.2

0.8
0.6
0.4

0.2

0.8
0.6
0.4

0.2

hasta el orden 0

hasta el orden 1
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T T T T T T
- ’—‘ - 1 - ’—‘ -
- I . .
i | | ] 06 1 | ]
- | ‘ . 0.4 |- | ‘ .
I T | | T T | |
——1. aprox. - I\—— 0 ——1. aprox. - I\——
0 /2 T 3n/2 2n 0 /2 T 3n/2 2n
hasta el orden 3 hasta el orden 5
- | | 1 08 - | | 1
i T I
- | | . 04 | \ -
I w | 1 w | |
’—ll aprox. - I\—‘ 0 ’—ll aprox. - I\—‘
0 /2 T 3n/2 2n 0 /2 T 3n/2 2n
hasta el orden 7 hasta el orden 9
- | | 1 08 - | | 1
- I B L
- ‘ \ . 04 | \ -
I w | 1 W | |
’—ll aprox. - I\—‘ 0 ——ll aprox. - I\—‘
0 /2 T 3n/2 2n 0 /2 T 3n/2 2n
hasta el orden 11 hasta el orden 13
T T T T T T
- ’—‘ - 1 - ’—‘ -
- | | 1 08 - | | 1
- } ‘ . 06 | } ‘ .
- | \ . 04 b | | -
I w | 1 w | |
’+‘| aprox. - I\—‘ 0 —+‘| aprox. —————— I\—"
0 /2 T 3n/2 2n 0 /2 T 3n/2 2n



5.4. Biblioteca de ejercicios
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PROBLEMAS TEMA 4
MATEMATICAS II
INGENIER{A QUIMICA E INGENIER{A ELECTRONICA
INDUSTRIAL

. Halla una férmula para el término general a,, de las siguientes sucesiones
111 1
(a) {?/§,§)%_()7}
(b) {E/ 1°6°8 }
(c) {2,7,12,17,...}
12 _3 4
(d) {72726747E78%’ . }
(e) {1773 9 270" }
(f) {0,2,0,2,0,2,...}
. Determina si las slgulentes sucesiones convergen o divergen. Si convergen,
calcula su limite el limite.

—

a) a, =n(n—1)

2
(b) Ap = ?;L;r_;:z
(C) an = 371 .
D" ln
(d) An = n2+1 =
(e) an =2+ cosnm
(f) an = 3+ n—zl
(€) an = 122
(h) apn=vn+2—+n
(i) ap =n27"
(J‘) a — COS2 n
(k) a,L:%fnL%nL + %
1) an= zi_i
(Hl) ap = (_1)nnj;1
(1’1) an = "_v;
1-3-5...(2n—1
(0) an = (zn)n
(p) an = 1On L
(q) ap = Lvln

Solucién. (a) D, (b) 5, (c) 0, (d) 0, (e) D, (f) 0, (g) 0, (h) 0, (i) 0, (j) O,
(k) 1/2, () D, (m) D, (n) 0, (0) 0, (p) O, (q) 0.

. Calcula el limite de las siguientes sucesiones:
(a) an =log(n+1) —logn
n

n
(C) ap = (n:—l)
@ a0 = (75)"
n — 77/3*”
(e) an = (71,2+n,)3"
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PROBLEMAS TEMA 4

1
) ap =Nn
1
(8) an = (n* +1)7
(h) an = (55)77
4. Estudia la convergencia de la sucesién definida por recurrencia por:

1

i(an +6), n=1,2,3,...
Calcula su limite en el caso de convergencia.

5. Estudia la convergencia de la sucesion::

{ﬁ,\/ﬁ,\/z\/ﬁ,...}

Calcula su limite en el caso de convergencia.
6. Determina si la siguientes sucesiones son mondtonas y acotadas:
(a) a, = #4_3
(b) an = cos(nm/2)
(c) an = #
7. Muestra que la sucesién definida por a; = 1, any1 = 3 — 1/a, es creciente y
an < 3 para todo n. Deduce que {a,} es convergente y halla su limite.
8. Prueba que la sucesién definida por a; = 2, apy1 = ﬁ es decreciente y
0 < a,, <2 para todo n. Deduce que {a,} es convergente y halle su limite.
9. Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones de nimeros complejos:
(a) cp=—-1+132
b) o= ( 4 +4)"
¢
d

n
Cn = 142 i
e

f

a1 =2, apt1 =

—

=~
NN AN

o

3

|

=

PN

- n n
Solucion. (a) -1, (b) 0, (c) 4, (d) 1, (e) D.
10. Determina el cardcter de cada una de las siguientes series:
(1) Too =2
(0) Xzt zmiin=s

)
)
(c) Zflo 1%
)
)

=z

(=¥

+
( Z = n(n+1)(n+2)
(©) Yoli it
11. Estudia el cardcter de las siguientes series:
(a‘) Zn 1 rL2+I1L
(b) T ysinn
Hn
(0 S0 & ;n -
(d)
(e)
(f
12. Calcula el hnute de las siguientes sucesiones:

@) i ()"
(b)

lim (n® +n? — 1)1/
n—o0

@

=3

@
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PROBLEMAS TEMA 4 3

(©) Jim %5 (a>1)
13. Estudia la convergencia o divergencia de la serie:

i (100 + 75¢)™
o n!

14. Estudia la convergencia o divergencia de la serie:
el n
Z (=1 (4 — i)
e 22n +3

15. Estudia el caracter de las siguientes series:
) (100+2004)™
0 ]
Z;Lo (0)" 7(ln4)
n=0 (29';71 ,
ZOO 3 U

n=1 nn

(a
(b
(c

(d) Yo Zii
(e Zn 1w

(f Zn 1 "3:71
(8) Yoo, 3

)
)
)
)
)
)
)

2
(h) Yooz, nPe "
16. Determina el centro y el radio de convergencia de cada una de las series de
potencias:

(( ) Doneolz +40)"
(

a
b) 3o lo(F)"2
(C) Zoo o (z—20)™
n= 5m
(d) Y & (z +4)
(&) (32 — 20"
oo i'nd on
(g; %’?0 i
=0 @nTI)!
(h) ZZO i
n=0 (n-}}—l)(n-%—Q)
() Yoy g™
() oo (ol (= = 30"
Solucion: (a) —4i,1;(b) 0,2/+/m;(c) 2i,5;(d) —i,00; (e) 2i/3,1/3; (f) 0,/2;
(8) 0,00:(i) 0,1; (j) 0, /2/3; (k) 3, 4.
17. Calcula el radio de convergencia y la suma de la serie > "7

—

n= 1 n
18. Estudia la convergencia de la serie > oo M y calcular su suma.
19. Obtén el radio de convergencia de las sigmentes series de potencias:
() Loo2 "(22 =)
(b Zyo;o 255_+,L(Z +1)"

)
2n+1
€) Yoneo T=r
n—1
)
)

nlz
Lot S
(e Zn ](2+1)n(2+2 )
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PROBLEMAS TEMA 5
MATEMATICAS II
INGENIERIA QUiMICA E INGENIER{A ELECTRONICA
INDUSTRIAL

(1) Calcula la serie de Fourier trigonométrica asociada a la funcién periédica
de periodo 27 definida por:

ft) =t (0<t<2m).

Dibuja la gréfica de la funcién en el intervalo —4n < ¢ < 4.
(2) Obtén la serie de Fourier trigonométrica asociada a la funcién periédica de
periodo 27 definida por:

fO) =+t (—r<t<m)

Dibuja la grafica de la funcién en el intervalo [—3m, 37].
(3) Una funcién periédica f(t) con periodo 27 estd definida dentro del periodo

—m <t <7 por
-1 (=7 <t<0)
f(t)f{l (0<t<m)

Encuentra su desarrollo en serie de Fourier trigonométrica.
(4) Una funcién periédica f(t) con periodo 27 estd definida dentro del periodo
—7m <t <7 por
O =t (-n<t<n)
Encuentra su desarrollo en serie de Fourier trigonométrica.
(5) Una funcién periédica f(t) con periodo 27 estd definida dentro del periodo
0 <t <27 por

t (0<t<im)
f&) =14 ir (Gr<t<m)
-1t (m<t<2m)

Dibuja la grafica de la funcién f(t) para —27 < t < 37 y encuentra la serie
de Fourier trigonométrica asociada a ella.
(6) Obteén la serie de Fourier trigonométrica asociada a las siguientes funciones
periédicas de periodo 27 :
ko (—7m/2<x<7/2)
@ @)=\ 2k (r/2 <@ < 37/2)
0 (0<z<m)

(b) f(r):{ 1 (m<z<2m)

R [0 (—m<z<0)
(©) f(x)—{xQ i
(d) fz)= z(r—z) (0<z<2n)
(&) f@)= [z (-r<z<n)

(f) flx)= ikam (—m<az<m)

1
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PROBLEMAS TEMA 5
(7) Encuentra la serie de Fourier trigonométrica asociada a la funcién periédica
de periodo T definida por:

(1) = { gsmm EOT/SQtftTfT)) v f(E+T) = f(t), T = 27 /w.

(8) Encuentra la serie de Fourier compleja asociada a la funcién periédica
1
f(t) = cos it’ (—m <t<m).
(9) Prueba que la serie de Fourier compleja asociada a la funcién periédica
f) =2, (—x<t<m)
es

2 o0
f(t) _ % + Z %(71)neint
0

n

A partir de ésta, obtener la serie trigonométrica correspondiente.
(10) Calcula la serie de Fourier compleja asociada a las siguientes funciones

periédicas:
@ r0={7 GI5L5) viesm -0,
o) s ={ 7 GTEEEY v seam = 10,

(c) £() = [sint| (=w <t <m) y f(t+2m) = F(2).
(11) Calcula la forma compleja del desarrollo en serie de Fourier de la onda
cuadrada

ro={ 1 G235 viero=sw

A partir de ésta, obtener la serie trigonométrica correspondiente. Dibuja
la grafica de la funcién f(¢) en el intervalo [—6, 6].
(12) Obtén la representacion en serie de Fourier trigonométrica de las siguientes
funciones. Dibuja sus graficas para —4m <t < 4.
| —m (—m <t <0)
(a)f(t)f{t O0<t<m)
(b) ft)= 1-£% (0<t<2m)
(c) f(t)= cosit (-m<t<m)
_f —t+et (—m<t<0)
(d) f(t)_{ t+et (0<t<m)
(13) Encuentra la serie de Fourier de las siguientes funciones periédicas de peri-
odo p:
_ -1 (-1<t<0)
@ ro={ ;" G155 -

o -8 GIEED o
(c) f(t)= 2z (-2<t<2) ,p=4
) ft)= = (-1<t<1) .p=2
(e) f(¢) = msinwz (0<t<1) ,p=1
) f)= t—t> (0<t<1l) ,p=2
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PROBLEMAS TEMA 5 3

@ r0={ 1 25557 o=

e
(14) Prueba que la serie de Fourier que representa la funcién periédica de periodo
27 definida como:
<t<0)

(-7 <
<t>*{ (t—m)? (0<t<nm)

es

5 (— 1) 4 sin(2n — 1)t
t)fﬂr +Z[—cosnt+ ﬂsmnt]fggm

n=1

Utiliza este resultado para probar que

> 1 1 5 o (71)n+1 1 5
)Y m=gm O s =T
n=1 n=1

—ax?

(15) Encuentra la transformada de Fourier de la funcién e con a > 0.
(16) Calcula la transformada de Fourier de cada una de las siguientes funciones:
e (x>0
W s@={5" E20)
T (-l<z<1)
caso contrario
(0<z<a)
caso contrario

o) f@={ ¢
0

-1<z<0)
0 <z <l1)
caso contrario

i
%0 2283
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Practicas
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Capitulo 6

Laboratorios de Mathematica

6.1. Laboratorio n. 1
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Laboratoric de Matematica Il

Ingenieria Quimica e Ingenieria Electrénica Indabtr

I Introduccion

El proposito de este cuaderno es dar una introduccion breve al uso de Mathemat-
ica aplicado a la asignatura de Matematicas |l.

Mathematica es lo que se denomina un MAC (Manipulador algebraico computa-
cional) y constituye una herramienta Gtil para hacer manipulaciones simbdlicas y numéri-
cas, asi como también dispone de una gran capacidad para producir y manipular grafi-
Ccos.

Mathematica dispone de una gran cantidad de funciones ya definidas (funciones
incorporadas) con las que se pueden cubrir los aspectos mas generales del célculo
matematico y cientifico y resulta por ello de gran utilidad en trabajos cientificos y de
ingenieria. Ademas, al disponer de cédigo propio, Mathematica es programable; es
decir, cualquier funcién no disponible puede ser definida por el usuario.

En Mathematica se pueden distinguir dos grandes partes: el nucleo (Kernel) que
ejecuta los comandos y realiza los célculos y el interfaz del usuario (Front-End) que
permite generar documentos interactivos (Notebooks) en los que se incluyen todos los
comandos a evaluar por el nicleo y los resultados de dicha evaluacién.

Estos ficheros de ordenador en los que se almacena cédigo de Mathematica
también se denominan cuadernos, de ahi que su extension sea *.nb (de notebook en
inglés).

Los cuadernos de Mathematica estdn constituidos por partes bien diferenciadas
llamadas celdas (Cells). Se pueden abrir y cerrar pulsando un par de veces (doble click)
sobre las barras verticales que se encuentran a la derecha de la pantalla.

Como procesador de textos podemos escribir zonas (Cells) de texto, titulos,
subtitulos, etc. y utilizar todos los tipos de letra disponibles en el sistema, asi como sus
variantes: negrita, cursiva, etc. Ademas de poder elegir el color del texto, el del fondo de
pagina, etc.

Como procesador matematico, en Mathematica existen basicamente dos tipos
de zonas: de entrada (in) y de resultado (out). Ademas, eventualmente, se producen
mensajes de diferentes tipos: error, precaucion, etc.

Para introducirnos en el lenguaje de Mathematica vamos a describir algunos
convenios sobre notaciones asi como una breve introduccién al uso de Mathematica.
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Lab_1_Intr.modres.nb

I Descripcion de los diferentes menus del programa

Una vez abierto el programa podemos crear un documento nuevo en el mend
File y dentro buscar New y luego seleccionar Notebook (.nb). Si lo que queremos es
abrir un documento seleccionamos, en el mismo menq, el apartado Open. También
encontramos las entradas: Save (guardar un documento), Save as (guardar un docu-
mento cambiandole el nombre), Print (imprimir) y Print selection (imprime las celdas que
hayamos seleccionado).

En el menud Edit podemos encontrar, entre otras entradas, Select All (Ctrl+A) que
nos selecciona todas las celdas del documento con el que estamos trabajando.

En el mend Format vemos en primer lugar Style que es para distinguir Text de
Input, Output, Title, Subtitle, etc. También en encontramos las entradas: Font, Face
( ), Size, Text Color y Background Color (color de fondo). Las
entradas Text Alignement y Test Justification nos permiten justificar y/o alinear a la
izquierda, derecha o centro. Los cambios se hacen sobre toda la celda correspondi-
ente.

En Cell encontramos, dentro de Grouping, todas las posibilidades para abrir y
cerrar subgrupos y también para borrar todos los Output (Delete All Output).

En Evaluation encontramos la entrada Evaluate Notebook que calcula todos los
Output.

En Window encontramos Magnification (escala de pantalla). En Help encon-
tramos Welcome to Wolfram Mathematica 7 que incluye un apartado interesante: Learn
with Guided Examples que ofrece una panoramica de las funciones mas usuales. Tam-
bién en Help encontramos Documentation Center y Function Navigator que son dos
entradas que nos proporcionan mas informacion.

En el menl de paletas (Palettes) encontramos todo tipo de paletas que nos
pueden ayudar, siendo la mas interesante la de Basic Math Assistent. En su primer

desplegable, en encontramos las operaciones usuales ademas de
raices, cocientes, etc. También la funcion N[] que da el valor numérico, asi como tam-
bién se pueden crear Celdas de Input y Celdas de Texto. En ten-

emos lo mismo pero hay otras cosas muy interesantes como algunas funciones inclu-
idas en el programa, algunas constantes, teclas para definir una funcioén, para borrar
valores dados (Clear) que debemos borrar ya que si no lo hacemos se quedan en el
Kernel y, aunque trabajemos con otro documento, no desaparecen esas asignaciones
hasta que salgamos del programa, Tablas, Matrices, Derivadas Parciales, Integracion,
Sumas y Productos.
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En hay 7 Submenus: el primero tiene las constantes mas
conocidas, muchas funciones elementales, trigonométricas, numeéricas, funciones
enteras tales como factorizaciéon, m.c.d. y m.c.m., cocientes y restos, etc. La segunda
columna tiene funciones que permiten factorizar, expandir y simplificar; en la tercera
columna podemos calcular limites, derivadas parciales, integrales, sumas y productos.
La cuarta esta dedicada al Calculo Matricial; en primer lugar podemos escribir una
matriz de cualquier orden (partiendo de una 2x2 y completandola, afiadiendo filas y
columnas), podemos calcular inversas, traspuestas, resolver sistemas de ecuaciones
lineales, calcular valores y vectores propios, descomponer matrices, etc. En la quinta
columna podemos crear listas para hacer tablas y también podemos hacer calculos con
vectores: normas, normalizacion, productos escalares (dot) y vectoriales, etc. Las dos
Ultimas columnas estan dedicadas a las gréaficas (bien en dimensién 2 o en dimension
3). En el primer caso aparecen todas las opciones que podemos aplicar a las graficas de
dos dimensiones: cambiar los ejes, estilo, colores, etiquetas, etc. En tres dimensiones
las opciones son similares.

En hay varios Submenus: todo tipo de funciones usuales, letras
griegas, otros simbolos matematicos, flechas y simbolos y caracteres especiales.

I Convenios sobre notacién y uso de  Mathematica
Cada entrada consiste en una expresion matematica, por ejemplo,

|2+7

E

Cuando esta expresion se ejecuta, Mathematica la toma como un Input y
devuelve un resultado, que denota por Output. La ejecucién de una celda de Input se
realiza con la tecla Intro del teclado numérico o bien la combinaciéon de MayUscula +
Return en el teclado de texto.

Vemos en el ejemplo anterior que la expresioén 2 + 7 corresponde al Input, mien-
tras que el 9 es el resultado y corresponde al Output. Mathematica numera cada Input y
Output con el mismo nimero de forma correlativa. Es importante entender que esta
ordenacion es con la que internamente trabaja el programa (el kernel).

También puede obtenerse ayuda sobre un comando o funcién utilzando el signo
de interrogacién ?; por ejemplo,
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| ?Tan

Tan[z] gives the tangent of z >=>

|?Integrate

Integrate[ f, x] gives the indefinite integral j fdx

Integrate[ f, {X, Xmin, Xmax}] gives the definite integral " tdx

Xmin

Integrate[ f, {X, Xmin, Xmax}: 1Y Ymin, Ymax} -]

max Ymax
gives the multiple integral dx [ dy..f. >

Xmmin ~Ymin

Para obtener informaciéon también podemos escribir la palabra y a continuacién

pulsar la tecla F!. Por ejemplo Table (pulsar F1).

Los nombres de todas las funciones de biblioteca incorporadas en Mathematica

y las constantes empiezan con mayuscula.

I Aritmética
Empecemos con la aritmética basica, ejecutando algunos comados.

Mathematica tiene incorporados la mayoria de los simbolos matematicos con los
que se trabaja habitualmente. Entre ellos las operaciones basicas : suma (+), diferencia

(-), producto (*), cociente (/) y potencia ().

2% 4
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2/3

W N

27-3

1
8

Fijémonos que en la tercera entrada hemos dejado un espacio entre los dos
factores, lo cual denota multiplicacion. Todos los comandos, excepto el cuarto, nos han
proporcionado lo que seguramente esperabamos. El cuarto sin embargo responde con
2/3, que es lo mismo que habiamos introducido y no su valor numérico 0.66667. Esto es
porque Mathematica intenta calcular las cosas de la forma més exacta posible, de man-
era que devuelve una representacion matematica de la operacion requerida que es
exacta, en contraposicion con 0.66667 que no lo es.

Para obtener el valor numérico tenemos dos posibilidades:

|2./3.

I 0. 666667

En este caso, al escribir 2. y 3., Mathematica interpreta estos nimeros como
aproximaciones decimales y utiliza entonces la aritmética decimal.

También podemos calcular:

| N[ 2/ 3]

I 0. 666667

En este caso hemos utilizado la funcion N[], para obtener el valor numérico de la
expresion. Asimismo, en una cierta operacién numérica podemos indicar a Mathematica
el nimero de digitos exactos que queremos obtener. El nUmero de digitos por defecto
es 6.
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N[ 2/ 3, 30]

0. 666666666666666666666666666667

N[ Pi , 100]

3. 1415926535897932384626433832795028841971693993751058209 -
74944592307816406286208998628034825342117068

Sqrt[12]

23

Sqrt[12.]

3. 4641

Con Mathematica también es posible trabajar con nimeros complejos, mediante
el uso del simbolo I o bien i para expresarla v -1. Veamos unos ejemplos.

z1l =2 - 3l

2-31

z21*z2

1+51
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z1"3
-46 -9 1

z2"0.5

0. 45509 + 1. 09868 i
Abs|[ z1]
V13

N[ Abs[ z1] ]

3. 60555

Arg[z1]
7ArcTan[g]

N[ Arg[z1]]

-0. 982794

I Algebra
Mathematica es muy potente a la hora de trabajar con calculo simbdélico. Vemos
los siguientes ejemplos:

| X*(x-y) + y*(x+y)

|X (X-Y) +y (X+Y)

306




Lab_1_Intr.modres.nb

| Sinplify[Y]

| X2+y2

El primer comando devuelve sin cambios la expresion introducida, en tanto que
no indicamos a Mathematica que realice ninguna operacion y no conoce los valores de
las variables. En el segundo, Simplify[%], obtenemos un resultado simplificado de esa
misma expresion.

El simbolo % se interpreta, en este contexto, como la expresion previa en el
Output. De esta manera, en lugar de reescribir la expresion que Mathematica devuelve
como resultado, podemos utilizar este simbolo. También es posible utilizar %n para
referirnos y utilizar el Output n.

Veamos ahora como actia cuando damos a las variables valores numéricos
concretos:

X*(Xx-y) + y*(x+y)

10

En este caso Mathematica utiliza los valores asignados a x e y la expresiéon y
la evalGia. En general, Mathematica evalla los simbolos siempre que le es posible.

Muy importante: Hasta que no se sale del programa, los Outputs calculados los
mantiene el Kernel por lo que podriamos generar errores y por eso es muy importante
borrar los valores numéricos que hemos dado a las variables.

Si queremos volver a la situacién anterior a la asignacién de valores podemos
utilizar el comando Clear .

C ear[x,y]
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Sinplify[x*(x-y) + y*(x+y)]

2 2

X +y

Veamos algunos comandos para operar con expresiones algebraicas.

Expand[ (a - b) * 3]
a®-3a’b+3ab?-bd
Factor [Xx*5 -y~5]

(x-y) (x*+x3y +x2y?+xy® +y?)

Estos comandos desarrollan o factorizan la expresion argumento.

La funcién Apart transforma un resultado en fracciones simples:

Apart [x / ((x -3) (x +1))]

4 (-3 +X) +4 (1 +X)

I Funciones

Supongamos que queremos definir la funcién f(x)= x 2+ax, donde a es una
constante. Esto se hace con el siguiente comando:

| fIx_] :=x"2+a*x

Tenemos aqui dos caracteristicas sintacticas importantes: el guién bajo que
acompafia a la variable x en la parte izquierda y los dos puntos antes del signo =. El
guidn bajo debe utilizarse después de cada variable de la que dependa la funcién. Asi la
funcién f va a depender de a y de x pero a actuard como parametro, mientras que x sera
la variable independiente. Hay que usar el guién bajo después de cada variable indepen-
diente de la que dependa una funcion. Los dos puntos antes del signo igual indican a
Mathematica que la expresion es una asignacio.
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Veamos unos ejemplos:
| f[-2]
I 4_-2a

Como no hemos asignado valor a a nos lo devuelve como simbolo. Vamos a

dar un valor y repetir.

a=4

4
f[-2]
-4

También podemos definir funciones a trozos mediante el comando Which o
utilizando un icono que hay en Basic Math Assistant y en Calculator Advanced que sirve
para escribir una llave y unas cuantas filas. Ese icono estd al lado del de matrices.

i x<0
Veamos un ejemplo:{ v2 g<x<2-
-1 x=2
g[x_1:=Wich[x<0, 1/x, 0sx<2, x"2, x22, -1]
gl[-2]
1
2
g[l. 2]
1.44

309




Lab_1_Intr.modres.nb 11

g[3.8]
-1
Se pueden definir también funciones de varias variables:

func[x_,y ,z ] := x"2 - 2 y"2 + z

func[-1, 0, 1]

Mathematica dispone de muchas funciones predefinidas. Como ejemplo,
veamos la funcién exponencial:

| Exp[ 1]

E

Mathematica proporciona como siempre el valor exacto, en este caso el nimero
e. Podemos obtener resultados numéricos utilizando argumentos decimales o mediante
la funcion valor numérico N[].

Exp[ 1. 0]
2.71828
N[ Exp[ 1] ]

2.71828

Veamos ejemplos de otras funciones incorporadas, como por ejemplo las
trigonométricas.

|Si n[ 1]

|Sin[1j
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Sin[1.0]

0. 841471

Sin[Pi]

Cos| Pi / 4]

1

V2

N[ Cos[ Pi / 4] ]

0. 707107

Si n[ x] / Cos[ x]

Tan [x]

1/ ((Sin[x])~2 + (Cos[x])"2)

1
Cos [x]%2+Sin[x]2

Sinpl i fy[%

Como vemos, Mathematica conoce algunas de las reglas basicas de la
trigonometria.

Mathematica también evalla funciones para argumentos complejos:
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Exp[ 2. 0- 1. 01 ]

3.99232 - 6. 21768 i

Sin[2.0-1.0l]

1.40312 + 0. 489056 1

I Gréficas en dos dimensiones

Mathematica crea y manipula gréficos de una forma muy simple. Toda la informa-
cién sobre diferentes graficas que se pueden dibujar se puede encontrar en el Virtual
Book en , en el apartado de How to topics.

[ | Gréficas en coordenadas cartesianas

Veamos cémo dibujar la funcion Coseno de x entre 0 y 2z, Para ello basta
escribir:

Pl ot[ Cos[x],{x,0,2 n}]

Los argumentos de Plot son, en primer lugar, la funcién a dibujar, y en segundo,
una lista que contiene el nombre de la variable independiente y los limites de variacion
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de ésta en la grafica. Pongamos otro ejemplo:

Pl ot[ x*3 - x"2, {x, -2, 2}]

Si queremos tener en cuenta el rango; por ejemplo queremos considerar sélo los
resultados entre -2 y 2, afiadimos la funcién PlotRange->{-2,2} Entonces utilizamos:

Plot[Cos[x], {x,0,2 Pi}, PlotRange->{-2,2}]
°r
!
[ 1 2 3 a4 5 6
Lt
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Pl ot [x"3 - x"2, {X, -2, 2}, PlotRange -> {-1, 1}]
1.0_—
0.5}

5 o A ;
-0.5F
1.0l

Se puede mejorar el aspecto de la grafica si se incluyen etiquetas. Con la opcién
AxeslLabel podemos definir etiquetas para los ejes x e y:

gl x_]

1= x"8 -

XN2 -

2 x +1

Pl ot [g[X], {X, -3, 3}, AxeslLabel -> {"x", "g[x]1"}]

g [X]

-15}

Es necesario utilizar las comillas en las etiquetas; en caso contrario se toman
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como variables.

Existen otras opciones tales como enmarcar la grafica en un rectangulo, colorear
la curva, sombrear la regién entre la curva y el eje de abscisas, etc..:

Pl ot [g[Xx], {X, -3, 3}, Frane -» True, Plot Styl e - Red]

10}

-10f :

15} :

Pl ot [g[X], {X, -3, 3}, Filling » Axi s]

10F

-10f

-15f

[ ] Gréficas en coordenadas paramétricas
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Vamos a dibujar ahora una curva dada en coordenadas paramétricas: por ejem-
plo, una circunferencia de radio r con centro en el punto (a,b) se puede expresar
paramétricamente por:

X(t) =a+rcos(t), y(t) =b +rsin(t), con 0 <t <2x.

Veamos cémo escribirlo con Mathematica.

|Clear [a, b, r, X, yI;

|x[t_] c=za+r Cos[t]; y[t_J:=b+r Sin[t]

Para dibujar la gréafica de los puntos (x,y) dados por estas ecuaciones, Mathemat-
ica dispone de un comando especial llamado ParametricPlot. Su primer argumento
consiste en la lista de funciones a graficar y el segundo al rango del parametro utilizado.
Veamos un ejemplo asignando valores concretosde a, b y r.

|a=0; b=2;r =2;
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ParametricPlot [{x[t], y[t1}, {t, O, 2xn}]

Ejemplo 1

Si queremos dibujar la circunferencia x? + y2 = 5 podemos hacerlo de dos man-
eras. Podemos dibujar la grafica expresando la curva en paramétricas como hemos
hecho en el ejemplo anterior o en coordenadas cartesianas:

Clear[f, g, X, ¥y, t1;

fIx_1:=((B-x"2)"1/2)

g[x_1:=-(5-x"2)r(1/2)
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grl =Pl ot [f [X], {x, -4/5, \/?} PIotRange-»{—N/S_, «/?}]

gr2 = Pl ot [g[x], {x,

V5, \/?} PIotRange—»{—\/S_, «/?}]

Las semicircunferencias aparecen achatadas en los dos casos; eso es debido a que las
escalas en los ejes son diferentes. Se puede arreglar afiadiendo la funcion AspectRadio
> 1,
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grl =Pl ot [f [x1, {x, -5, \/?}
Pl otRange—»{—\/?, VS_} AspectRatio—»l]
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gr2 = Pl ot [g[x], {x, -4/5, \/?}
Pl otRange—»{—\/?, VS_} AspectRatio—»l]

Luego utilizamos la funcién Show:
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Show[gr 1, gr2]

Si hubiese salido achatada, hubiéramos afiadido también la opciéon AspectRadio -> 1.

También podriamos directamente dibujado las dos graficas
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Pl ot [{f [X], 9[x1}, {x, -5, \/5_} AspectRatio-»l]

Ejemplo 2

Si queremos dibujar la curva x? + y2-2x = 0 podemos hacerlo o bien en coorde-
nadas cartesianas:

fIx_]:

gLx_1:

Clear[f, g, X, vy, t]

Sart [2x - x72]

-Sgrt [2Xx -xM2]
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Pl ot [{f [X], 9[X]}, {X, O, 2}, AspectRati o - 1]

-1.0

También podemos dibujarla en paramétricas, teniendo en cuenta que esa curva
es la circunferencia de centro (1,0) y radio 1. Por lo tanto:

|x[t_] =14+ Cos[t]

| y[t_1:=Sin[t]
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Ejemplo 3

ParanmetricPlot [{x[t], y[t1}, {t, O, 2Pi }, AspectRatio -» 1]

Dibujemos ahora la parabola y2 = 2x. Hagamoslo primero en coordenadas
cartesianas:

Cear[f, g x, vy, t]

fIx_]:

Sqrt [2 x]

-Sgrt [2 X]

grx_1:
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Pl ot [{f [X], 9[X]}, {x, O, 10}]

4t

También podemos dibujarla en paramétricas:

Clear[Xx, vy, t]

X[t_1:=1/2*xt"2; y[t_1:=t
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ParanmetricPlot [{x[t], y[t1}, {t, -4, 4}]

I Gréficas en tres dimensiones

[ | Gréficas de superficies

Mathematica también dibuja gréaficas en tres dimensiones. Para ilustrar algunas
de ellas vamos a dibujar la superficie dada por la forma implicita z = (x +y)? + 3(x —y)°.

|Clear[x,y,f]

| fIx_ y_]:= (x+y)"2 + 3 (x-y)"2
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Craf 1=Pl ot 3D[ f [ X, Y], {Xx,-2,2},{y, -2, 2}]

Ejemplo 4

Dibujemos en R® el toro dado por sus ecuaciones paramétricas : x =
(2+cosu)cosv,y = (2+cosu)sinv, z = sinu, para0 < u, v < 2.
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Par anetri cPl ot 3D
{(2 +Cos[u]) *Cos[v], (2+Cos[u])=*Sin[v], Sin[u]l},
{u, 0, 2xPi }, {v, 0, 2Pi }]

[ ] Gréficas de curvas en [R3

Dibujemos la hélice circular: x(t) = cos t; y(t)= sin t; z(t) = t. Para ello utilizamos la
funcién ParametricPlot.
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Paranetri cPl ot 3D[{Cos[t], Sin[t], t}, {t, 0, 2%Pi}]

Ejemplo 5

Dibujemos enR® la curva alabeada: x = 3 cos2t,
y = 2sin3t, z =t, para0 <t < 2m.

329




31

Lab_1_Intr.modres.nb

Par anetri cPl ot 3D
2x*Sin[3xt], t}, {t, 0, 2xPi }]

{3xCos[2x*t],

Ejemplo 6
Dibujemos en R® la curva interseccion del cilindrox? +y? = 9 yelplano x =

z. Para ello expresamos la curva en paramétricas en funcién del argumento 6.
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Par anetri cPl ot 3D
{3xCos[t], 3+Sin[t], 3xCos[t]}, {t, 0, 2%Pi}]

I Vectores y Matrices

Un vector, o lista, es una coleccion de objetos. Para definirlo en Mathematica
utilizamos las llaves y separamos las componentes por comas. Por ejemplo:

|v ={1,3,5,7,9}
| (1, 3, 5, 7, 9}

Para obtener una componente del vector utilizamos el nombre del vector y la
posicién k entre doble corchete: V[[K]].
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|V[[3]]

E

Una matriz es un conjunto de filas, o columnas, cada una de las cudles repre-
senta un vector. El siguiente comando define una matriz 3 x 4:

| M= {{1,3,3,-1},{-1,3,5,2},{2,0,3,-8}};

Podemos hacer que adquiera la forma habitual de una matriz con el comando
MatrixForm:

Mat ri xForn{ M

1 33 -1
-1 35 2
2 0 3 -8

Si queremos obtener un elemento concreto de una matriz, procedemos de la
siguiente manera:

|M[[3, 2]1]

| o

A partir de ahi se puede calcular la traspuesta de una matriz, el determinante y la
inversa de una matriz cuadrada, valores y vectores propios, resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales, diferentes descomposiciones de una matriz, etc. Todo ello se
puede encontrar en la paleta de Basic Commands en su apartado de Matrices (4°
apartado). También se pueden hacer calculos sobre vectores: norma, ortogonalizacién
de un sistema de vectores, etc. cosultando un apartado de vectores dentro del menu List
de la misma paleta (5° menu).

I Resolucion de ecuaciones

El comando Solve permite resolver ecuaciones. En el siguiente ejemplo se obtienen los
ceros de un polinomio
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Solve[x"2-2x +3 =0, X]

{{x-1-iv2}, {x>1+iV2}]}
Solve[x"3-2x+1 =0, X]

(001 ko5 ((1-vE)} {xo 5 (-1+45)]])
Solve[x®+1 =0, x]

{(x > -1}, {x> (-1)¥3)}, {x > -(-1)?/3}}

También podemos obtener alguna solucién de una ecuacion

Sol ve[Cos [X] =0, X]

Solve:ifun:
Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found;

use Reduce for complete solution information. >

(b2l o

Igualmente podemos obtener el valor numérico de las soluciones haciendo

NSol ve [x"2 -2 x +3 =0, X]
({x =>1. -1.414211i}, {x—>1. +1.414211i}}

NSol ve [x"3 -2x +1 == 0, X]

{{X > -1.61803}, {x - 0.618034}, {x > 1.}}
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NSol ve[x3 +1 =0, x]

{{x>-1.}, {x->0.5-0.8660251}, {x>0.5+0.8660251}}

NSol ve [Cos [x] == 0, X]

NSolve:ifun:
Inverse functions are being used by NSolve, so some solutions may not be

found; use Reduce for complete solution information. >

| {{x > -1.5708}, {x > 1.5708})

El comando FindRoot permite aproximar alguna solucién de una ecuacidn, indicandole
el punto donde comenzamos la busqueda. En el primer ejemplo se inicia en el punto 1:

| Fi ndRoot [ Cos[ x] == X, {x, 1}]

| (x > 0.739085}

Efectivamente:

| Cos [0. 739085]

| 0. 739085
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6.3. Laboratorio n. 3

6.4. Laboratorio n. 4
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